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INTRODUÇÃO 
F.~~e ~rabalho foi mo~ivado pelo nosso in~eresse em responder a 
duas questões colocadas em art.igos diferent.es. por aut.ores 
diferentes. 
A primeira questão aparece em [4). onde Thaine define um certo 
grupo de unidades circulares de um corpo abeliano K, que nest.e 
trabalho será denot.ado por CTCK). Este conceit.o já havia sido 
ut.ilizado por Sinnot.t. em [6], quando est.e int.roduziu o grupo das 
unidades circulares de um corpo abeliano K e que aqui será denotado 
por CSCK). 
O objet.ivo de Sinnot.t., ao definir as unidades circulares, era 
o de calcular o indica de c5 CK) o grupo das uni dadas do 
anel dos inteiros de K. mot.i vado por um recent.e e bem sucedido 
resultado seu, v&r [121, sobre este mesmo indica quando K é um 
corpo ciclot.ómico. 
Por ouLro Jado, o objet.ivo de Thaine ao derinir CTCK) era o de 
obLer anuladores para o grupo das classes de ideais de K. a part.ir 
de anuladores de W, onde W é o cocienLe das unidades de K por CTCK) 
e K é um corpo real abeliano. 
A quest.ão post..a por Thai ne em [ 4 J era no sent.i do de se 
conhecer o indice de CSCK) em CTCK), pois a inclusão CSCK) ~ CTCK) 
era evi denLe. 
1 
Resolvemos esta questão mostrando que CTCKJ = C5CK), para lodo 
corpo abeliano K (Teorema 2.3.6). Ressaltamos que este resultado 
foi obtido, simultaneamente, por Günter Letl, ver [ 13l • com 
técnicas completamente distintas daquelas usadas neste trabalho. 
A segunda questão aparece em [7). onde Rubin introduz o 
conceito de unidade especial de um corpo abeliano K. O objetivo de 
Rubin com este novo grupo, aqui denotado por SCK), era o de 
estender resultados obtidos por Thaine em [4J. 
No Teorema 2.1 de [ 7), Rubin prova que quando K é o subcorpo 
real maximal de um corpo ciclotómico ent..ão SCK) contém um cert.o 
grupo de unidades de K C o grupo das unidades ciclotómicas de K 
definido por norma), que denotaremos por CNCK). Em seguida ele 
manifesta interesse em saber quando a inclus~o acima citada é uma 
igualdade. 
Re.<::p0no:'lP.mos; asta questão provando que quando K é o subcorpo 
real maximal de um corpo ciclolómico, exist.e um outro grupo de 
unidades de K Co grupo das unidades ciclot6micas de K definido por 
inter ~cc..:c,;ilo) , que denot.aremos 
(Teorema 3.1.4) e que CNCK) é um subgrupo próprio de c 1 CK) CTeorema 
3. 1. 7). 
Evi dentemenle que est.e t..ipo de resposta susci t.a um série de 
outras questões tais como: Ser i a agora SC K) igual a c1 C K) ? Ou 
ainci;!, a inr.lu.c::;:?;o ~c:ima cit.ada n~o seria válida para qualquer corpo 
abeliano ? 
Na tentativa de responder est..as quest.Bes. nos deparamos com o 
problema de caracterizar as soluçôes da equay~o 
n-1 a 
"= ~tno-(') '= 1, 
n n 
i.= 1 
onde e é uma raiz primit.iva n-ésima da unidade. 
n 
( .. ) 
Milnor havia conjecturado que as relaçôes ent.re os expoenles 
a de uma solução de C ~o eram obli das a par l.i r das i denli dades 
i.:t 
X 
= 1-~b ~ quando b divide n. e 
t;:;:xCmod b) 
Post.eriormente H. Bass disse t..er provado a veracidade dest.a 
afirm.1ção~ cnt.ret.an"lo, em [ 101, V. Ennola encontrou um contra 
exemplo para a conjectura de Milnor e caraclerizou as soluçeíes de 
( K). 
Usando esta caracterização dada por Ennola, podemos provar que 
st:: K é um corpo abeliano, cujo condutor é uma potência de primo, 
a di gamos q • e se 6 e K é uma unidade ciclotómica de então & 
é uma unidade especial de K C Teorema 3.1.11 ). 
Há ainda uma outra de~inição de unidade especial, introduzida 
pu1 Thai IH.: em [ 81 , com o objeli vo de obl.er expressões exatas para 
as ordens de classes de ideais de corpos p-ciclot.6micos em lermos 
destas unidad~s. Uma nova caracLerização desLas unidades será dada 
no CapiLulo 3 C Teorema 3.2.6 ). 
Tendo como objeLivo descrever as resposLas para os problemas 
acima ciLadas. esLe Lrabalho será dividido em Lrês capiLulos. 
No primeiro CapiLulo inLroduzimos part..e da noLação e alguns 
resulLados básicos, com ~nrase para os corpos cicloL6micos. 
O objetivo deste Capitulo é dar uma introdução gradual aos 
fatos que serão ut..ilizados no decorrer dest..e trabalho. 
No segundo Capitulo dedicamos o primeiro parágra~o a estudar 
caracteres sobre grupos abelianos finitos. O segundo parágrafo 
destina-se ao estudo das relações ent..re unidades ciclotómicas, ou 
seja, damos uma descrição conveniente das soluções de(*). No 
parágr·afo 3 respondemos a quest..21:o post..a por Thaine em [4]. ou seja, 
No CapiLulo 3 falamos de unidades especiais. No primeiro 
parágrafo introduzimos as unidades especiais definidas por Rubin e 
3 
respondemos a queslão por ele proposla em [7). Ainda no primeiro 
par-ágJ·afu ... wuvamos oulros resullados; dentre os quais mostramos que 
SP }( é um corpo abeliano de c ondular pot.ênci a de primo então as 
unidades ciclolómicas de K definidas por intersecç~o são unidades 
e~-J'c'c·i;Ji~•- No segundo parágrafo falamos sobres as unidades 
especiais definidas por Thaine. em [8]. Neste parágrafo conseguimos 
um.::~ def'iniçâo mais simples deslas unidades. 
Com o propósito de f i xar notação e de evi lar 
frequcnt.cs consultas às referências. mostramos. ao 
trabalho. as provas de alguns resultados conhecidos. 
4 
ao 
longo 
leitor 
deste 
CAPlTULO 1 
CORPOS Cl CLOTOMI COS 
Este capitulo tem como objetivo a introdução do leit..or à 
notaçâo usada nesl.e trabalho e uma breve revisão de resultados 
básicos da Teoria dos Números Algébricos, com ênfase para os corpos 
c i cl otórni c os. 
A maioria dos resultados aqui citados podem ser encontrados na 
bibliografia, especialmente [1) e [111. 
Optamos por fazer algumas demonsl.raç~es por acharmos que estas 
cont.r·ibuem para uma melhor compreensão do presente t..exto. 
1.1 NOTAÇÃO 
Sejam a , ...• a 
1 n 
números inteiros. Denotar emas por [a,, .. ,a), 
1 n 
Cresp. C a •... ,a)) o menor múltiplo comum C resp. o maior divisor 
1 n 
comum ) de a •... ,a . 
1 n 
Estaremos sempre supondo que {a •. 
• 
, a l 
n 
Cresp. C a •...• a)) é positivo. 
' n 
t sabido que dados os números inteiros a , ... ,a exist.em 
1 n 
números r •...• r e Z "tais 
1 n 
que a . r + ... +a . r = Ca
1 
••.. , an). Em 
1 1 n n 
p;i~rt.ic:ul.:::~r. se a •· .. ,a s!ro números inl.eiros primos enl.re si enl.ão 
1 n 
exlst.~rn números int.eiros 
a . r + . . . +a . r = 1 . 
1 1 n n 
,r 
n 
l.ais que 
(1.1) 
Tal fat.o será usado com alguma fr-equência sem maiores 
j usti ficat.i vas. 
Sejam n e m números int.eir-os. n ~ O. Se existir um número 
inteiro r l.al quem= n.r dizemos que n dividem e denotaremos por 
5 
nJm. Sejam n , me a números inteiros, n ~O, a não negativo. 
d . "d a+1 d naJJ lVl em mas n não i vide m, escrevemos m. 
Consideramos a função: 
IN IN 
Se a n 
tal que tPC 1) = 1 e se P
1
, ..• ,P
8 
são primos distintos e a
1 
> O enlão 
a a a -1 a -1 
=CP -l)P 1 ...•. CP -l)P e 
t t t~ e 
q,(.P t ..... p 1!1) 
' . 
A função acima descrita é conhecida como a função tjJ de Euler e 
algumas de suas propriedades serão aqui listadas. 
P.1-
P.2-
Dados n e m números inteiros maiores que 1 temos: 
.p:. n) = 
Se nJm 
• #CZjnZ) . 
enU:o .p:. n) J.p:. m). 
P.3- Se Cn,m) = 1 enLão .p:.n.m) = fCn).fCm). 
Lema 1.1.1: Sejam nem números inteiros positivos. Então 1;(n).q,cn0 
= fCCn,m)).fC[n,mD. 
Demonstração: Suponhamos 
a a b 
p ' p • p• ' n = . 
' • ' 
c c d 
p ' p • P" ' m = 
' • ' 
com a. • b. • c. • d. números 
' ' ' ' 
números primos distintos. 
Se e = min < a., c. ) 
' ' ' 
q'.l((n,m)) ::; CP-
' 
e -1 
1). p 1 
fC[n,mD =CP- D 
' 
' 
f" -1 
p ' 
' 
e 
b 
p• r 
r 
d 
P" l 
l 
inteiros 
f" = max 
' 
e 
CP - D. p 
• • 
CP 1) 
• 
posi t.i vos , P. P'. ,, J 
{ a. • c } lemos: 
• 
' 
i 
-1 
e 
f" -1 b -1 
P s CP'- 1) p• 1 
. ' ' 
b -1 d -1 d -1 
l CP'-
r 
i).P' r .CP''- 1).P'' 1 
r t t 
CP''-l).P'' 
l l 
6 
e P" k 
Logo 4Ã C n, m)) . q:,c [ n, mJ) = q;::. n) . tjJ( m) • pois e + f = a + c. e o 
i. \. \. ~ 
lema está provado. 
Sejam n e m námeros inteiros maiores que 1. Suponhamos que 
Cn,mJ = 1. Se r e s s~o inteiros tais que Cr,m) = Cs.n) = 1 então 
Cr.n + s.m. n.m) = 1. Além disso, dados r' e s• inteiros, com 
Cr', m) = Cs',n) = 1; se r.n + s.m = r'.n + s'.m C mod n.m) então 
Cr - r').n + Cs - s').m E O Cmod n.m). Logo n divide Cs- s') e m 
divirlP (r-r•), ou seja. r E r'Cmod m) e s = s'Cmod n). Posto isso, 
seja R Cresp $) um subconjunto de 2 cujos elementos s~o primos com 
m Cresp. n) com qt:.m) Cresp. </J(n)) element.os tal que dois elementos 
distintos quaisquer de R Cresp. $) não são congruentes mod m Cresp. 
mod n)). Cisto é. sejam R um sistema reduzido de reziduos mod me S 
um sistema reduzido de reziduos mod n). Se Pé o conjunto< a= r.n 
+ s.m: r e R, se S ), entâo P tem t:fÃ.n).rji:.m) = rji:.n.rrU classes de 
congruéncia distintas mod n.m, e todo elemento de Pé primo com 
n.m. Com isso temos provado o 
Lcn~ 1.1.2 : Sejam nem námeros inteiros maiores que 1. Suponhamos 
que Cn,m) = 1. Seja R C resp. S e D um subconjunto de Z , cujos 
elementos são primos com m C resp. n e n.m ), com rji:.m) Cresp. qKn) 
e 4{n.nU) elementos tais que dois elementos quaisquer distintos de 
R Cresp. Se D não são congruentes mod m Cresp. mod n e mod n.m). 
Ent~o os conjuntos TeU=< r.n + s.m: r e R, se S > são iguais 
mod n.m. isto é, dado u e U existe um único t e T t.al que t ~ u 
C mod n. m) ; e vice-versa, dado t. e T exi st.e um único u e U tal que 
u = t Cmod n.m). 
1.2 CORPOS DE NúMEROS 
Definiç~o 1. 2.1 Chamamos de corpo de números a toda extensão 
7 
) 
( 
I ~-
fjnlta K dos racionais. Se K/<D. é uma extensão galoisiana e GalCKj<Q) 
é abeliano então dizemos que K é um corpo de números abeliano ou 
~jmplesmen~e K é um corpo abeliano. 
Sendo K uma extensâo finita de ~. lodo elemento x de K é raiz 
cte um polinômio não nulo a coef'icientes inteiros. Se um polinômio 
não nulo de 2[XJ que lem X como raiz for mônico então dizemos que x 
é Jntegral sobre Z. O subconjunto de K f'ormado pelos elementos 
j nt.egr ais sobre Z é um anel de Dedekind, C ver [ 11 l , Teor ema 1 pg. 
59) o qual denotaremos por OK e chamaremos de anel dos jnteiros de 
K. 
O maior interesse deste trabalho concentra-se no conjunto dos 
elementos inversiveis de OK 
de grupo das unidades de K. 
que denotaremos por r/ K e chamaremos 
Dado um corpo de números K. sabe-se que axis~em n imersões da 
K e-m <C. onde n = [K:<Q] C ver [11J. Teorema 1. pg. 40 ). Des~as 
i mer~ões r são 
' 
reais, ist..o é, K é imerso no corpo dos números 
reais, e 2. r são 
2 
complexas. InLroduzidos es~es números, podemos 
enunciar o Teorema de Dirichlet sobre a esLru~ura de Sua 
demonstração pode ser encontrada em [11], pg. 72. 
Teorema l.C.2: Sejam K um corpo da números e n = [K:<DJ =r+ 2.r, 
' > 
onde r 
' 
e r são os números int..eiros 
2 
acima def'inidos. Ent.ão o• K 
o produt..o de um grupo ciclico f'init..o, o grupo das raizes da unidade 
cont..idas em K, por um Z-módulo livre de post..o r = r + r -1. 
' 2 
Sejam K ~ L corpos de números e Gl./K o conj unt..o de ~odas as 
K-imersees de L em <C. 
Def'jnição 1.2.3 Com a notação acima. se x e L. chamamos de norma 
8 
C resp. lraço ) de L sobre K de x, e denot.amos por Nl./KCx) C resp. 
Cresp. 
A demonst.ração do seguint.e rat.o pode ser encont.rada em 
[111, pg. 45. 
Proposição 1.2.4 Sejam K S L corpos de números e x E L. Então 
Como consequ~ncia da Proposjção 1.2.4 podemos deduzir que se 
então 
o* K 
Teorema. l . 2. 5 : Sejam K um corpo de 
Mais ainda, se 
números e x e K. 
x e o* L ent.ão 
Ent..ão X E o* K 
F.ste teorema dá uma breve caracterização do grupo das unidades 
de um corpo de números K e sua demonstração pode ser encont..rada em 
[111, pg.72. Mais geralmente, sabemos que se K ~ L ~ M são corpos 
de números ent.ão: 
TMjK = TLjK o TM/L " NMjK = NL/K 
o NM/ L" 
C ver { 11 ) • pg. 111). 
Corolário 1. 2. 6 
' 
Sejam K S. L corpos de números 
" 
X E L. Então 
* X E ÜL se e soment-e se X e OL e NLjKCx) e o* K . 
Demonstração 
' 
Se x e * OL ent.ão NL/K(x) e * OK pela observação 
anterior ao Teorema 1.2.5. Reciprocament..e, se x e OL e se NL/k(x) E 
~· IUK ent-ão NL/~Cx) = NK/~CNLjKCx)) = ± 1. 
• ~ l no que implica em x E OL. 
9 
Com is'lo temos x E OL e 
A ~eguir far~mos um breve resumo dos principa1-s resull.ados 
envolvendo o aul.omorfismo de Frobenius para um primo p de um corpo 
de números K. As respect.ivas demonst.raçBes podem ser encontradas em 
[111, Capit.ulo 5. 
Sejam K um corpo de números e ÜK o seu anel de inl.eiros. Sendo 
ÜK um dominio de Dedekind, t.odo ideal de OK se fat.ora de modo único 
como um produto de ideais primos de OK. Se L é um corpo de números, 
K 5; L e a é um j deal de K, enl.'ão aü1. será o ideal de 0 1. gerado 
pelos element.os de O. O ideal aOL é dilo o levant.amenl.o de a em OL. 
Seja p um ideal primo de OK. Enl.'ão exisl.em inl.eiros posit.ivos 
~. e 
' 
j = l, ... ,s l.ais que 
= 
s 
n 
~=~ 
e 
q, ' (1. 2) 
onde os qi. são os ideais primos q de 0 1. t.ai s que q n ()K = p. Nest.e 
caso dizemos que q_ divide p ou que q é um ideal de L que esl.á 
' ' 
acima de p. Além disl.o l.emos 
e . [ 
' 
L K l. (1. 3) 
A equação (1. 3) é conhecida como igualdade íundamenl.a1 do 
jdeal primo p na extensão Ljk. 
Para 1 S i S s, o número int.eiro e_ que aparece na equaç~o 
CJ. 2D é dil.o jndice de ramif'icação de q. na ext.ensão L/K. Se pelo 
' 
m~nos um dest.es números é maior que 1 dizemos que o ideal primo p 
~e ramilica na e~ensão Ljk. Além dist.o se e_ = [L~ KJ. para algum 
' j , enlão s = :l e, nesl.e caso, diz -se que o ideal primo p se 
ramifica complet.ament.e em L. Por out.ro lado, se s = [L: KJ, ent..ão 
e = j, para t.odo i = 1, ... ,s e dizemos que o ideal primo p se 
' decompõe complel.ament.e em L. 
Se Ljk é uma exl.ensão galoisiana são dois ideais 
primos de L lais que q
1 
n ÜK = ent.ão exist.e um 
lO 
K -aut.omor fi smo de L que 1 eva q em q e consequen'Lement.e os 1 ndi ces 
• 2 
de ramificação de q~ e q
2 
s:ão iguais e üLjq
1 
:li: üLjq
2
• Portanlo, 
nest.e caso, a igualdade fundament.al para o primo p de K fica: 
[ L: K J = e.f.g (1.4) 
onde e é o indica de ramificação de q e f = [ÜL/q 
qualquer ideal primo de L acima de p e g é o número de ideais 
prjmos de L acima de p. 
Sejam L/K um ext.ensão galoisiana , p um ideal primo de K que 
não se ramifica em L e p' um ideal primo de L que está acima de p. 
Sabe-se que existe um único K -automor f' i smo y de L, que 'L em a 
seguint-e propriedade: 
y(x) :- ~ Cmod p') "'X e 0 1. (1. 8) 
O K-aut.omorfismo acima descrit.o é denonúnado de aut-omorfismo 
de Frobenius para o primo p' na extensão Ljk. ~ando a extensão L/K 
é abeliana ent..ão 'Lal aut.omorf'ismo só depende do ideal primo p e, 
neste caso, costumamos nos ref'erir apenas ao aut-omorfismo de 
Fr obeni us do primo p, quando não há ambi gui da de quant..o à extensão 
LjK. 
Sabe-se também que, no caso L/K abeliano, o aut..omorf'ismo de 
Frobenius para um ideal primo p da K que não se ramifica em L é a 
identidade de GalCLjk) se e somente se o ideal primo p se decompBe 
complet.ament.e em L. 
1 . 3 CORPOS CI CLOTOMI COS 
Dado Um número inteiro positivo n. seja e,., = e 2 rri./n E c. e 
fácil ver que e é uma raiz primit..iva n-ésima da unidade, isto é, 
n 
se e somsnte se n divide m. Além disto, se r é um número 
l 1 
lnleiro enlão er é 
n 
uma raiz pr i mi li va n--ési ma da unidade> se e 
~ementa se Cr,n) = 1. Mais geralmente, 
r/Cr,n) e n' = njCr,n), segue-se que 
vist.o que er 
n 
é uma 
n'-ésin~ da unidade, onde n' é como acima. 
r-
= e n·' 
raiz 
onde r'= 
pr i mi li v a 
Definição 1. 3.1 Dado um número inteiro positivo n, chamamos de 
n-ésimo corpo ciclolómico, e denotamos por K , o corpo 
n 
denotará o subcorpo real maximal de K , 
n 
ou 
+ 
seJ'a K = 
• n 
K 
n 
t um falo conhecido Cver [11) que Kn Cresp. K~J é um corpo de 
números abeliano cujo grupo de Galois, aqui denot.ado por G Cresp. 
n 
G~) é isomorfo ao grupo CZjnZJ• C resp. CZjn2)*j<±1} ) e portanto 
[ K : ~) = r.pc_n) Cresp. 
n 
+ rKn:~J = ~nJ/2 ). onde~ é a função de Euler. 
Teorema 1.3.2 :CKroneckar-Weber) seja K um corpo de números. se K á 
abeliano então existe um número inteiro positivo n tal que K ~ Kn. 
Uma demonstração deste teorema poda-se encontrar em (1]. 
Definição 1.3.3 : Seja K um corpo abeliano, Ao menor número inteiro 
positivo n tal que K ~ K , daremos o nome de condutor de K. 
n 
Seja n um número inteiro positivo e suponhamos que n = 2 
Cmod 4 ). Então e~ = {n/z" e nj2 é ímpar. Visto que a ordem de -1 
é 2, a ordem de en/2 é n/2 e (2, n/2) = 1 segue que a ordem de 
-en/2 é n, ou seja, 
t.ema 1.3.4: Seja n um número inteiro positivo. Se n = 2 Cmod 4) 
então -{ / é uma raiz primitiva n-ésima da unidade. 
n 2 
Vi~Lo que <t>C -{ / ) 
n 2 
= <t>C{ / ) 
n 2 = 
K 
n/2 
pelo lema acima. 
concluímos que se n é um número inteiro positivo. n = 2 C mod 4 ), 
l 2 
então K = K 
n n/z Tendo em vista est."l igualdade, loda vez que nos 
referimos a um corpo ciclol6mico K 
" 
podemos supor que n ~ 2 
Cmod 4). 
Lema 1.3.5 Sejam n e m números inLeiros positivos. EnLão K .K :::: 
n m 
DemonsLração O produto K .K é, por definição, o menor corpo que 
n m 
contém K e K • ou seja, o menor corpo que contém G, { e { . Visto 
n m n m 
que e 
n 
= e[n,mJ/n e 
[ n. mJ 
= e[n,mJ/m 
[ n, mJ ~egue-se que e . e E K[ l' ou n m n,m 
seja, K . K ç. K[ J. n m n,m Sejam· r e s números inteiros tais que r. m 
+ s:.n = Cn,m). f: evidente que ,r 
'n' 
{r. m-+-s. n 
n. m. = e n. m/Cn,mJ :::: e [ n.ml pois dados dois números 
jnleiros nem tem-se n.m = Cn,m). [n,m]. Com isto lemos visto que 
e E Kn.Km. logo [ n,ml K c. [n,mJ -
K .K e o lema está provado. 
n m 
K .K e consequentemente 
n m 
O nosso próximo passo é provar que Knn Km = KCn,m); para tanto 
precisamos de um teorema da teoria de Galois cuja demonstraç~o será 
omitida neste texto, mas pode ser encontrada em [6], pg. 196. 
Teorema 1. 3. 6 Sejam K uma extensão galoisiana de k e F uma 
extensão de k. Supondo K e F subcorpos de um mesmo corpo, 
K.F galoisiana sobre F. com GalCK.FjF) ~ GalCK/ K n F). 
tem-se 
Teorema 1. 3. 7 : Sejam n e m números inteiros positivos. Enl~o K .K 
n m 
Demonstração: A igualdade K .K = K consiste do Lema 1.3.6. Se 
n m [n,mJ 
mostrarmos que Knn Km = KCn,m) então o isomorfismo GalCK[n,mJjKm) 
13 
F = 
do Teorema 1.3.6, tomando K = K , 
n 
Vis~o que para ~odo número in~eiro po~i~ivo n, CK
0 4:lJ = 4>Cn) 
t.em-se [K[ l : K l = tf;CCn,m)l ltf;CmJ. Do Lema 1.1.1 ~&mos 
n,m m f' f/JC[n,m]) 
4>Crr0 
= ,P:.n) a portanto CK[n,ml 
fl(Cn,m)) 
K l = [K ~KC m)l. Por outro lado a 
m n n, 
igualdade [ K[n,ml [ K :K n K J decorre do Teorema 1.3.6, n n m 
ou seja, CK 'K n K l = CK ' n n m n Vis~o que KC m)!;K nK, n. n m 
pois ~ Cn, m) = obtemos a igualdade desejada. 
f resul~ado conhecido C ver Cll ) que o anel dos inteiros DK 
n 
de K é zce l. 
n n 
Pelo Teorema 1.2.2, o grupo das unidades de K 
n 
é 
isomor~o ao produ~o de um grupo ciclico ~ini~o por um Z-módulo 
livre de post.o q:J:.n) 
--a-
1. O grupo ciclico finit.o é const.ituido pelas 
raizes da unidade con~idas em K e pode-se provar que tal grupo Q 
n 
(±e~. i= 0,1 •... ,n-1 >. ~ant.o a par~e livre pouco se saba. 
Todavia se conhecem subgrupos de l)• que. a menos da 
Kn 
part.e de 
t.orção, são isomor~cis 
a condiçS:o 
f'ini t.o. 
. ~. 
a OK . Eviden~emen~e 
n 
um subgr_upo E 
acima se e somgnt.e se o indica co• K 
n 
Seja V o subgrupo de K• gerado pe1os elemant.os <-1, { , 
n n n 
i = 1,2, ... ,n-1 ). 
1-•' 
'n • 
SQjam n um número in~eiro positivo e V o subgrupo 
n 
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de K* acima definido. Def'inimos o grupo das unidades cic:lol6micas 
n 
de K , e deno~amos por 
n 
c . 
n 
como sendo a in~srsecção V 
n 
Vist-o que{\ , i=O,,,. ,n-1, 
n 
são lodas as raizes do polin6mio 
xn- 1, lemos 
n-• 
= +X+ ... + xn-1 = ncx-r:~). 
\=~ 
Fazendo X= 1, lemos a identidade: 
n- • 
n = no-~~). (1. 6) 
i.=~ 
a Lema 1.3.9: Se n é uma pot.ência de primo, digamos n = p • p um 
número primo e a um número inteiro positivo então 
Cn, i) 
p se i ii! O Cmod n). Em parLicular 1-e~ não é uma 
n 
unidade de 
K 
n 
Demonstração Se a= 1, pela identidade (1.6) lemos: 
.., j =1,2 •...• p-1. 
Se a> 1, ainda pela identidade C1.6) , t.emos: 
a 
p -· 
a a-t . p -J . p -.t. p~ 
= fic1-e'a) 
i.=1 p 
= fio-e'a).n (1-{ a)= 
l. = 1 p i. =1 p 
Ci,p)=t 
Vj=1,2,. a-• .p Cj,p) = 1. e porLanto, se Cj,n) = 1 
1-{ J = 
a p 
Sej .• b = J . p • com C j' , p) =1, O< b< a, 
1-{j:-b G consequent.ernent.a, pelo caso ant.erior, 
p 
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ent..ão 
NK C 1 -l: J a) = [ 
Pa/ <!l p 
J 
~ a-b p 
b Jt = C1. 7) 
A n~o inverlibilidade da 1-e~ em OK decorre do Teorema 1.2.5 
n 
e o lema eslá provado. 
Observação 1. 3.10o Seja n 
a 
Se 1 ~ i ~ • -1 1 
" 
j q, e 
números 
).i e 
Seja S o conjunlo 
{j=l,ê, .... n-1 
= 
" 
a 
• q, 
a 2 
-1 q2 
.q 
a 
• 
• 
um número inleiro positivo. 
Ceslamos supondo s 2 2), enlão os 
são dist.int.os. 
nfCj,nJ é uma polência de primo}· 
j 
Lema 1.3.11: Preservando a nolaç~o acima, 1-~ é uma unidade 
o 
da K 
se e somenle se j e" S. 
Demonstração: Vist.o que 
J 
J 
1-~ 
n 
j/Cn,j) 
= i-~n/Cn,j) segue do Lema 1.3.Q 
se 1-e é uma unidade ent.ão n/Cj,n) não é uma potência de pri~o, ou 
n 
seja, j fi! S. Pela identidade Cl. 6) t.em-se: 
Logo 
n = 
1 = íT 
;..S 
o-1 
fiC1-{~) 
" 
1,. = 1 
Vist.o 
a 
' q 
' 
que 
números inteiros j = 1 , ... , n-1 , 
a demonstração do lema. 
a 
qi. 1.-1 
= 
l =1 
1-e j c;;::; 
o 
j E S, 
a. 
' ( Cn/q.).~) 1-~ I. • 
n 
j 
1-e 
n 
segue-se que para os 
• 
e ()K • o que compl et.a 
n 
Alé aqui lemos estabelecido condições necessárias 
j 6 
suficient-es para que 1 -~L seja uma unidade de K 
n n 
s a n-1 b 
Sejam n ' no-e> ' K n = q, e & = E n 
i =. L: 1 
Queremos est-abelecer condiçôes necessárias e suricienl-es para 
que c seja uma unidade ciclol-ómica de K . 
n 
Pelo Lema 1.3.11, c é uma unidade de K se e soment-e se 
n 
n- 1 b 
c' = flct-~~) t é uma unidade de K 
n 
Nesl-e caso podemos escrever 
onde 
t=J. 
iES 
&' = " n 
j =. 
&'. 
J 
n-1 b 
• com &' = nc1-t;i.) i. 
j i.=• n 
i.,;;$, 
J 
SJ = {i= 1,2, ...• n-1 n/Ci,n) é uma potência do primo qj} 
pois, pela Observação 1.3.10 S é a reunião disjunta 
subconjunt-os S .. 
J 
Visl-o que 
c' l-er norma. de K 
n 
port.anto NK /'G(E'.) 
q', J 
J 
para ~. 
uma pot.ência de q,, 
J 
igual a 1, devemos 
= 1. onde q•. 
J 
deduzimos que 
Lema 1.3.12 Sejam n um número inteiro positivo. y e G 
n 
e 
(1. 8) 
dos 
para 
= 1 
i um 
número inteiro não mú1l-ip1o de n. Então & = (1-l;i.)y-l é uma unidade 
n 
de K . 
n 
Demonst-ração : Seja r e Z Lal que yCt; ) 
n 
logo Cr.n) = 1 e 
port.anl-o exist.e um número int.eiro posit.ivo y t.al que y.r = 1 
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C mod n). Para provar que c é uma unidade de K devemos mos~rar que 
n 
-· C, c E 
j + {~ +, .. + ~Cr-:t)i ~ 
n n 
;<'[ { l. 
n 
Por ou-Lr o 1 a do c -s = C 1 -e i J I( 1 -I; r · i) 
n f n 
portanto 1 ,..r. i = + ' +, '. + 
n 
{Cy-:~.). r. L E Z[Ç J e portanto c E 
n n 
" 
o• 
K 
n 
Teorema 1. 3. 13: Sejam n = n 
a t n-1 _ b_ 
q.~ e e= ±Ç .nc1-Ç~) ~um elemento 
i.= 1 • n . n ~ = 1 
cjclot8mico de K. Ent~o e ê uma unidade se e somente se 
n 
a 
' onde q' = q 
' i 
c 
j = 1 
Cj,q').bC r') . =O ~ n,q . J 
' 
v i = 1.' ' ' ,s 
Demonstração Sejam e' e&'. como em (1.8). Já sabemos que & é uma 
J 
unidade de Kn se e somente se &' j é uma unidade de K • q, 
J 
j = 1, .. ,s~ 
ou seja, podemos supor que n é uma potência de primo, digamos n = 
a q • e devemos mostrar que & é uma unidade de K se e somente se 
n 
n-1 
c Cj,n).b. =O. J j=1 
n-< 
c 
j=1 q 
Pela equação 
Pelo Teorema 1.2.5, 
± 1 e portanto 
n-1 
c . "':> 
= q J,q , logo 
se é uma unidade então 
= o. Agora devemos mostrar 
que se c O então & é uma unidade de K . n Mirmamos j=:t 
18 
que (1-{JJ kl-( )(j,qa) é uma unidade de K. Se Cj,n) = 1, isto é, 
n I n n 
se j é primo com q, islo decorre do Lema 1.3.12. Agora suponhamos 
que Cj,qa) = qb com O < b < a. Neste caso podemos escrever j = 
b q .k, onde Ck,q) = 1. Agora 
b 
b 
l -l,'q . k = 
n 
q a.-b 
= n[1-l,'~.q +k)· 
J "' :l 
Cl. 9) 
Vj st.o que Ck ,q) = 1 • ent.ão t. = 
J 
j.q a-b + k é primo com q, logo 
t. b Cl-1,' ')/Cl-1,' ) é uma unidade de K n' v j ~ 1 •. ,q • pelo Lema n n 
j. 3. 12. Destas considerações deduzimos que 
. b. Cj,nJ.b. 
e Cl-eJJ lJc1-{) J são unidades de K 
n I n n Logo 
é uma uni dada de K . 
n 
Mas n a = q 
" 
n-t 
L = O, port.ant..o 
j=1 
teorema est..á provado. 
& = :ttt.6 
n 
é uma unidade da K 
n " 
o 
Com isto lemos caracterizado quando um elemento ciclot..ómico de 
Kn é uma unidade ciclot.ómica de Kn 
Descrever explicilament..e uma base para C , a menos das raizes 
n 
da unidade, sempre ~oi um desario rascinant.e. O primeiro regis~ro 
que ~emos des~e problema á uma car~a de Milnor, enviada a 
Ramanalhan, com dala de 6 de ~evereiro de 1.G64. Nesla carla Milnor 
observa que os elementos 
1 < s < n/2 , C s, n) = 1 (1.10) 
são unidades ciclolómicas de K
0 
Cnosso Lema 1.3.12). Se s > nj2. 
ent:iro (1-~ 5) /(i-~) = -~ 8 .u , ou seja, as unidades u de (1.10) 
n f n n n-s s 
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geram, a menos de raizes da unidade, o subgrupo c• de C rormado 
n n 
pelas unidades ciclolômicas do tipo 
n-• 
= TT c 1 
Ci,n)=~ 
a. 
) ' Cl. 11) 
Ora. em (1.10) lemos CfjJ<n)j2)-1 unidades ciclot.Omicas 1 número 
este que coincide com o 2-post.o de C e dai a pergunta de Milnor, 
n 
se n~o seria c• o grupo de t.odas as unidades ciclot.Omicas de K . 
n n 
~ando n é uma pot.éncia de número primo a resposta para a 
quest~o de Milnor é a~irmat.iva. Entret.ant.o a respost.a para o caso 
geral foi dada em 1.966, ver [9], onde Ramac~andra considera o caso 
em que n é um número inteiro com dois divisores primos impares p a 
q, com p = 1 Cmod q) e exist.e um homomorfismo n~O trivial de 
• • CZjqZJ em C que leva -1 em 1. Para os números inteiros n com 
estas propriedade~, Ramachandra provou. em [9] 1 gue o grupo c· lerá 
n 
o Z-po~t.o menor que o Z-post.o de C 
n 
g portanto a resposta para a 
quest.~o de Milnor á negativa. Ai~da em [ Q] • Ramachandra exibiu. 
I 
para todo núm~ro inteiro positivo n 1 um conjunto com C4Kn)j2)-1 
unidades ciclot.ômicas. que gera um subgrupo c•• cujo indica em C 9 
n n 
Cinit.o. At.é ent~o havia duas quest3es concretas: explicit.ar uma 
base para C e calcular o 
n 
indice-; de 
em [1Jj o 
Est.a últ.ima quest.:ã:o 
foi resolvida por Sinnot.t onde est.e provou que 
igual ao número das classes de K' ~ant.o ~ 
n 
base para 
resultados parciais Coram obt.idos mas o problema n~o foi 
por compl et..o. 
C alguns 
n 
resolvido 
DeCinição 1.3.14 : Seja K um corpo abeliano de condut.or n. O grupo 
das unidades ciclot..ómicas de K de~inido por intersecç~o Cresp. por 
norma) é o conjunto C n K Cresp. 
n 
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Léma 1. 3.15 Sejam r és núméros inteiros positivos. Se r divides 
então 
GalCK jK ) 
s r 
DE>monstração Dado Yt E Gs' 
que t = 1 Cmod r), onde r~C~ ) = ~t }· 
.... s ~ 
=l:Cs/r).t= 
s 
ocorrê se e somente se yt rixa l:r e isto acontece ~~ e somente se 
t ~ 1 Cmod r) e isto completa a demonstração. 
Lema 1.3.15 Seja K um corpo abeliano de condutor n. ~ntão CNCK) 
Demonstração Logo s6 ralta pr.ovar que 
CNCK) s, c Mas se r e G então yCe) e c n' v & e c n' ou seja r é um n n 
automorfismo de c 
n' 
portanto NK n/K(e) e C n' v & e c " o lema está n 
provado. 
21 
CAPtTULO 2 
CARACTERES E UNIDADES CICLOTOMICAS 
O prop6si~o des~e cap!Lulo é. inicialmenLe. demonstrar um 
resultado nosso sobre caracteres de Dirichlet (Teorema 2.1.7). Para 
tanto precisamos de alguns resultados intermediários. a maioria dos 
quais encontrados nas re~ar~ncias. 
No parágraro seguinte desenvolvemos alguns resultados do 
artigo de V. Ennola (101 para melhor usá-los no Capitulo 3. 
No óltimo parágra~o introduzimos as unidades circulares de um 
corpo abeliano K e provamos que os conceitos de unidades circulares 
de:Cinidos por Sinnot..t.. e Thaine. em [6] e [4] • respect..ivament.e, 
coincidem C Teorema. 2. 3. 6). 
2. 1 CARACTERES 
De:Ciniç~o 2.1.1: Um caracter é um homomor:Cismo • x:G___.c. ondeG 
~ um grupo abeliano :Cinit..o. 
Dado um grupo abeliano rinit..o G. Sêja G~ o conjun~o de ~odos 
é, se X , X e 
• 2 
G"' ent.:iil:o 
.... 
Em G~ d~rinimo~ o produ~o na~ural • 
X .X será 
• 2 
a • ~unç~o de G em C t.al que 
X -X Cg) = xCg).x Cg) para t.odo g em G. 
l 2 l 2 
Lema 2.1.2: Seja G um grupo abeliano ~init.o. EnL~o G ~ G~. 
J)amonst.raç~o : Inicialment.e veremos que se Gs e G
2 
sã:o dois grupos 
abelianos riniLos ent.~o G"é G" ~ CG é G )""' . De :fat.o. s:e X E G~ 
.t. 2 .t. 2 l l 
e 
que 
sA ~ é um caracter de G 4D G ent~o x. = 
• 2 ' :tiG,' G.-----+ onde 
X (a) = ::t(a.l) par-a lodo a E G e X Cb) = X(1.b) par-a lodo b E G; 
1 1 2 2 
claro yuv u aplicaç~o G"' q, G"" 
• 2 
C;t.;t) 
• 2 
[X • :.t ] é um 1 somar-fi smo. 
• 2 
CG., G )~ 
• 2 
dada por 
Sendo G um grupo abeliano finito ent~o G é isomor-fo a uma soma 
direta de grupos ciclicos :fini los e. após a obser-vaç~o f' e.!.· ta acima. 
o lema se reduz ao caso em que G é um grupo finito cicli~o. Se G é 
c1r.lir.o de ordem rn e g ~ um ger-ador de G ent~o todo caracter de G 
fica comple+_amente determinado pelo seu valor- em g. Seja X um 
• caracter de G em IC tal que X(g) = {m. t fácil ver qu~ x é um 
g6rador d~ G"" e por-tanto o lema está pr-ovado. 
Prôposi ç~o 2. 1. 3 : Seja G um gr-upo abeliano finito. Ent~o o par 
é não dogenerado. 
De fato se X(g) = 1 para todo g E G ent~o x é o 
caracter t.rivial. Por outro lado se X(g) = 1 para todo X e G" 
ent~o podemos considerar os caracteres de G como sendo caracteres 
da G/<g>. Assim sendo #CG/<g>)~ ~ #(GA). Pelo Lema 2.1.2 segue que 
#CGA) ~ #CGA) e isto s6 é possivel se #(<g>) = 1, ou seja, g é o 
#C<g>) 
elemento neutro de G e a proposiç~o está demonstrada. 
L~ma 2.1.4: Sejam G um grupo abeliano ~inito de ordem neGA o 
grupo dos caracteres de G. Ent~o 
i) { n se g = 1 G O caso contrário. 
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se 
!i) ;t(g) = 
caso cont.ré.rio. 
i) T~mut.; #CG) = #CG'"') = n. Se g = 1 G 
porta.-r1to ) X ( g ) = n. Se g ~ 1G ent~o existe 
X e G" 
quv x (y) ~ 1 CProposiç~o 2.1.3). Assim sendo. temos 
' 
> X e G"' 
" 
tal 
;t(g) 
5 
X E G""" 
:t . :t Cg) 
' 
;t(g), logo C1-;t,Cg)).) ;t(g) = O. 
;t e G 
Mat> x C g) ;I! 1 ; por tanto 
' 
> ;t(g) = o. 
;t e G~ 
i.l "l ~.e X .-:' 1 G"' ent~o existe g
1 
E G tal que x< gt) ;rt 1. Assim teremos 
c X Cg) c X Cg ) . • c :t Cg). g e G Logo g e G g e G 
0-;t(g,)).C x(g) =o, e o Lema 2.1.4 está provado. 
g E G 
A segui r demonstraremos um teorema que nã:o encontramos na 
li tera.tura. 
Teore~~-~.1.5: Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e G"" o 
grupo dos caracteres de G. Suponhamos G = < g' g '". ,g > 
• 2 n 
Cg.) 
J ) \.=t, ..• ,n 
j=t •.•. ,n 
~mun~l.raçtío Seja M a matriz <x.Cg)) = <X".<g.)), onde x,. é 
" J " J 
e 
o 
caract.J"?r- dê G que a cada g. associa o elemento x.Cg) , o complexo 
J ' J 
conjugado da :::t;.Cg). De f' ato X. é o caract.er inverso de x. em G"'. 
" J " \. 
Com ist-o a mat.r~z M é obt-ida de M permuLando-sa- algumas linhas 
entre si e por~anLo deL M = ! de~ M. Por ou~ro lado, deL M = de~ M 
=!det. M, logo de~ M é um número real ou puramen~e imaginário. Agora 
det ~ = ±det CM.MJ = ±detCM.Mt) e a ma~riz M.Mt ~erá na posição 
Ci,j) o elemento L>---= 
g e G 
x.x.Cg). -t Pelo Lema 2.1.4 a matriz M.M terá 
' J 
ent-rada igual a n na diagonal principal e O nas demais posiç~es e 
portanto o seu determinante é igual a n°, ou seja. det M2 = ± nn 
e o t-eorema esLá provado. 
Sejam G um grupo abeliano finito, R um subgrupo de G e S um 
subgr·upo de G''. Def'inimos o conjunt-o ort.ogonal dlbt R Cresp. de S), e 
.L .L 
denotamos por R Cresp. S ), como sendo o conjunto 
{X e G~; X(r) = 1, V r E R) Cres. { g E G~ X(g) = 1, V X e S }), 
A seguir enunciaremos uma proposição cuja demonst..raç~o pode 
ser encontrada em (lJ, pg. 22. 
Proposição 2.1.5: Sejam G um grupo abeliano ~init.o, R um subgrupo 
Teorema 2.1.7: Sejam G um grupo abeliano ~inito. H um subgrupo de 
G~ e X um conjnunto de representantes de G mod H~ 
que 1 E X. Assim G = U 
xEX 
L ;(Cg)a , X E G~. EnUio , 
geG 9 
.L 
x.H . Sejam c, a E q:, 
9 
vamos assumir 
g E G, = 
i) Para que cCx) c para t.odo X E H é necessário e suficient..e 
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que A 
• 
= c e A = O, para todo x e X'-<1), onde A = L a . 
x M QEX.H~ 9 
i 1) Para que 
suficiente que 
1 tem anler i or. 
CC~:) = c para todo X E H, X ;~t 1 é necessAr· i o e 
A,= A +c, para lodo x E X'-<1>, onde A é como no 
• • 
os elementos Demonstração : Inicialmente podemos constatar que 
l. 
açlma introduzidos só dependem das classes x.H e n~o do particular 
si ~t.Am~ de representantes X escolhido. 
Vi~L.u que a matriz M = ( x(g) )xeG... tem determinante n~o 
geG 
nulo (Teorema 2.1.5 ), qualquer matriz N constituida de r linhas 
dis~intas da matriz M lerá o posto igual a r. Por outro lado a 
matriz N cujas linhas são 
igutil u #(H), tem a seguinte 
CX{g))geG , X E H; além de ter posto 
l. propriedAde: se g, g• e G e g.H = 
l. 
g'.H , ent~o as colunas Cx(g))xeH e CX{g"))XEH s~o iguais. 
Assim 3Emdo. o sistema 
c 
g e G 
r 
X E X 
) 
X E X 
No 
XCg).a =c, 
• 
:«x:>. Ax = c 
:t<x:>. A = c X 
~.istema (1) 
~ X e H, será substituido por: 
~ 
se H = H .. (1) 
~ 
se H = H \ {1>. (2) 
lemos #<X) = #CGjl/) = #(H) inc6gni tas e #CH) 
equações. O posto da matriz N = ( x(x) )xeX é igual a #(H) e 
;tcH 
e portanto det N ~ O, consequenlemenle, o sistema (1) tem uma única 
sol uç~o. Evidentemente se tomarmos A
1
= c e Ax =O, V x E X, ~1. 
terwmos ai uma, e portanto a única, soluç~o de (1) e isto resolve o 
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i tem (i) do teor ema. No item (i i) t.emos que resolver o si s t.ema ( 2) . 
P9lo argument.o acima descrit.o, o conjunto-soluç~o do sistema (2) ~ 
um ~ubespaço afim de dimensão 1. Mais uma vez podemos constat..ar qu& 
o cnnjunto proposto satisfaz as condiç~es requeridas e portanto 
está demonstrado o Teorema ~.1.7. 
Quando o grupo G abeliano finito é isomorfo a • Cl'jn. :n para 
algum número inteiro positivo n dizemos que os caracteres de G são 
car~r.teres de Dirichlet definidos mod n, ou simplesmente caracter 
mod n. 
Daqui 
Di r· .i c,;hl et. 
para frente consideraremos apenas caracteres de 
SAjam num número inteiro positivo e x um caracter mod n. Sem 
• • é um múltiplo de n, então :t induz um caracter de CZjm.Z) em CC • 
• fa:.::c..:ru..lv a composiç~o com o homomorf'ismo natural <2/m. 2) 
C7jn. 2)•. Costumamos denotar esta composição t.ambém por :t· Nest.e 
caso podc-mus considerar- X como sendo de!' i ni do mod n ou mod m, pois 
ambos s~o. essencialmente, o mesmo homomorfismo. 
Dadr.> lJffi caracter X• def'inido modm m, é conveniente encontrar o 
menor inteiro positivo n, divisor de m, tal que X(k) = 1 para todo 
<2/n.Z)•J. ou seja. procuramos o menor 
inteiro positivon, divisor de m, tal que se Ck,m) = 1 e k ; 1 
Cmod n) entg(o x< k) = 1. Este menor inteiro, denotado por f • se-rá. X 
chamado condutor do caracter X· f; claro então, que f é o menor X 
inte-iro positivo n tal que x está definido mod n. 
Dizemos que um caracter X é par se x<-D = 1 e impar se 
x<-D = -1. 
Dado um caracter X : • Ci!.jn. i!.) -----; 
• como sendo uma !'unção de M = <k E Z; Ck.m) = 1} em ~ , onde X(k) = 
x<D para todo k E M, onde k é a classer de k em • C Zjn. 'i!.) . Nas la 
2.7 
ca~u podemos eslender x de M para Z, fazendo xCa) =O se Ca.n) > 1. 
Sejam X um caracter definido mod n e f o condutorn de X· Se 
X 
f~< n en~~o a extens~o de X acima desc~!~a pode~á se~ dife~en~e 
q1;ando -:-onside~amos x definido mod n e quando conside~amos x 
du.fln.ido mod Pa~a evitar esta possivel ambiguidade, fica 
est.A hA 1 Ac: 1 clú ne-ste tex~o que t.oda exlenst:o de :t ser A f"&i ~a a par ti r 
de x definido mod f . 
" Dizemos que um carac~er x definido mod n 6 primitivo se n = f , 
X 
Dados dois caract.e~es X e 
• 
respectivamB-nte, podemos considerar 
definidos 
Lemu 2.1.6; ( Exercicio 3.1, pg. 27 de [1) ) 
mod n
1 
e mod 
definidos mod n .n 
• z 
Sejam X e 
• 
x dois 
z 
caract.eres de condu~or f e f • respecli vamente. 
X1 X2 
Se (f • 
x, 
= 1 
Demonstraç~o : Temos que provar que o homomorfismo 
( z I 
definido por é>( a) = x<a).;t(a) ~ um 
' z 
caracter primitivo. 
Mos~raremos que é impossfvel ~eduzir o m6dulo de definiç~o de 9. 
Seja p um número primo que divide f .f .Sem perda de generalidade 
x~. x2 
podemos supor que p di vi de f' . Suponhamos que 9 6 de f' i ni do mod k , 
x, 
ondR k = ( ~ . f )/P . Seja a = 1 x1 x2 < mod f jp) tal x, que (a,f ) = 1 x, 
e xC~) ~ 1. Pelo Teorema Chinês do Resto exis~e um número inteiro b 
tal que b = a Cmod f ) 
x, 
e b = 1 Cmod Neste caso b = 1 Cmod k) 
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1, logo1 = 8Cb) o que é uma 
colltradiç~o. 
Obs~rvaçãQ : ~jam n > 1 um número inteiro e x um caracter definido 
mod n. Se n não é uma potência de primo, podemos escrever n = a.b, 
com Ca,b) 
p<.'",d..;.mvs 
• = 1 e 1 < a,b < n. Visto que CZ/n2) 
escrever x = Xa·Xb' onde Xa é a 
~ C 2ja2) • <1> Cl' jb2) •, 
restriç~o de x aos 
elO?mr;-nt .. os da forma (x,1) e ;rb é a rest..riç~o de ;r aos elementos da 
for·ma C1,y). Pelo Lema 2.1.9, temos f:t" = Mais ainda, todo 
n(Jmero inteiro primo com n se &screve na forma a. r + b. s, com 
r,s ~ 2, Cs,a) = Cb,r) = 1 e vice-versa, se Cb,r) = (a,s) = 1 ent~o 
Ca.r + b.s. n) = 1. Assim sendo X(a.r + b.s) = ;raCb.s).;rbCa.r). 
2.2 RELAÇOES ENTRE UNIDADES CICLOTOMICAS 
Sejam m um número inteiro positivo e~ = 
a , ... a E 2. Descrever os números inteiros a., acima 
.t m-.t " 
para os 
quAis s = 1 é um probl &ma extremamente complexo e até al gumae 
informaçe::es sobre os int.ei r os a. ajudariam a resolver queste!Ses em 
' 
ahArt.o rtA t.eoria dos números. 
Aos elementos de Km da f'orma & = 
d~-~e o nome de elernen~os ciclotOmicos de Km' e se &, 
di~-~~ ~yç & é urna unidade ciclot.órnica de Krn. 
t: imediato ver que o conjunto de todas unidades ciclotômicas 
de Km é um grupo o qual denotaremos por Cm~ e & um resultado 
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conhecido a finitude do 1ndice deste grupo no grupo de todas as 
unidadg.s: dg. K C V&r COJ, Teorema 1 ). 
m 
Lema 2. 2.1 Sejam m um número inteiro positivo, • b m = nq.\. sua 
i=i l. 
fatoração em números primos C b > O ) e c um el ementa c i cl otórni co. 
' Ent~o c pode ser escrito na forma: 
±e t._ 1[ i i t . ,i e ' s J. :l • . (2.1) & 1 - b ... e • m b .. q ' q • l E T 
' • 
onda .. Ci ,i ) ' T T X X T l = ' . = . e 
' 
s 
' • {i j { O, .. b. 1} } T. = E ,qj J 'c i ' q) = 1 ou i. = o j J J J 
Demonstração ~ claro que dado n E Z existem n •. 
' 
,n 
• 
E 2 tais 
onde q~= 
' 
b. 
q.' 
' 
i = 1 •...• s. 
Para demonstrar o Lema 2. 2.1 é suficiente provar que 
n n b. 
1-{ ' • elemento ciclotôrnico da forma 
.(q: onde q~ = q, q' 
' 
' 
1 •...• s; é um produto cujos fat.ores são do tipo 1 -
c_ e LN, i = 1, ... ,s e C c. ,q~) = 1 
' ' ' 
por i nduç:ío sobre S. cadan. 
' 
ou c = q~; e isto pode ser 
' ' 
é primo com o respectivo 
b 
problema est.á resolvi do. algum n. 
' 
é rnúl li plo de q. ' 
' 
' 
t.odo 
i = 
• com 
vi slo 
o 
então 
aplicamos: a hip6t.ase do induç:ã:o. Agora suponhamos:, sem perda do 
generalidade, que n 
' 
Vist.o que 
d q 
C1 - X 1 ) = 
onde Ck, q) = 1 e 1 :S d < b . 
' ' 
d q -1 
' fiC1 .X), segue-se que 
j=o 
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n 
1 • ( .. 
q. 
d 
-1 q. 
J ~ o 
d 
-1 q. 
J = o 
C Quando escrevemos 
b. 
- 1 
b -d -d k+j.q .t. q .n 
• • 2 ~q' . ~q' 
• 2 
-d q . n_ 
. ' ~ q' 
' 
est-amos nos referindo 
Cmod ' q )) . Vi sl.o que C k 
b -d 
' + j. q_ • q ) 
' ' . 
= 
a onde 
= 1, para j = 
0, ... podemos repeLir o processo para os out.ros indicas, se 
prêciso for, ~o lema está demonsl.rado. 
Sejam m > 1 um número int.eiro e p um número primo. Definimos 
r Cn0 
r CnU como sendo o maior número int.eiro l.al que p p divide m. 
p 
Todo caract.er x aqui mencionado será sempre um caract.er 
primitivo de condutor f 
.'< 
A nol.ação Xb significa que f~ divide b-
A seguir mostraremos alguns result.ados de V. Ennola que serão 
usados soment.e no primeiro parágrafo do Capitulo 3. 
Sejam À.x = 1nJ1-~;J. x = l •...• m-1; W um Z-m6dulo livre de 
post.o m-1 e R •...• R uma base para W. 
1 m-::1. 
m -• 
Sejam R =~C.R, L__ X X C E Z, X um elemenl.o qualquer de W e X 
X :::{ 
um carac~er derinido mod m. com condu~or r. Se d dividem. d > 1. 
e r divide d. deno~amos 
X 
TCx,d.R) 
31 
X 
d _, 
=L X(xJ.CCm/d).x c 2:. 2:) 
X =.f. 
e, caso f X> 1, definimos 
Para os primos q que dividem m definimos: 
qr-1 
Y CR) q = L Cx,qr). CC , r) , ond<> r = rCm:l. m .... q .x 
X "' :l 
Seja e ' w ----; ~ o homomorfismo que 
x "' 1 , ... , m-1 . 
leva 
(2. 3) 
(2, 4) 
R <>m 
X 1-.x' 
TP.nr~m~ ?..?..2: Seja R um elemen~o de W. Então R está no núcleo de 
8 se e somen~e se: 
i) Y<x.R) =O para lodo caracter par n~o trivial ~­
ii) Yq(R) =O para lodo primo q que dividem. 
A demonstração deste teorema plode ser encontrada em [101, 
pg. 29. 
O homomorfismo e acima citado indica, de fato, quando um 
eleme~o ciclotômico tem valor absluto igual a 1 em C. 
Considerando os elementos c i cl ol.ômi cos como sendo um 
suhc~x.junt.o de {:, e se & e C '- <O> então & = 1 se e somente se 1&1 
= 1 e o ângulo formado pelo vetor & e o eixo positivo de X é um 
múltiplo inteiro de 2. n, podemos descrever sob que condiç:!Ses um 
dado ~lamento ciclot.ôrnico $ = ~;. r:l (1-~~Ja\ é igual a 1. 
Seja 6 , <C ' <O> ~ o homomorfismo que a cada número 
compl.,..xo n!to nulo <X associa o ângulo :formado por 01 e o eixo 
po~it.lvo do X. Para simplificar a notação, quando escrevemos 6(&) = 
t estamús nos referindo a 6(&) = t Cmod 2.n). 
LAmA 2.2.3; Preservando a notaç~o acima, se & = ~;. n(1--{~Ja\ 
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m-1 (i 1) 
cnL.g(o Ó(&) = 2. rr. t + n. ~ a\.. m - 2 . 
m t.=i 
Demonstraç~o : Visto que ó é um homomorrismo, a prova do lema se 
ro~wmc em mostrar que Ó( 1 - ~~) = n. ~ - ~). 
2.n.k e ó(-~k) = 2.n.k - n, ver t'igura 1 abaixo 
m 
m m 
y 
~k 
m 
A 
f'ig. 1 
De falo = 
X 
A figura 1 se- obt.ém comOA = 1 & o segmento BA parale-lo ao 
sP-gmento Visto k que OABC-{ J 
m 
segmento OB divide o ângulo 
= n. 
t'orma um paralelogramo ent.~o o 
ao meio e portanto 6<1 
m-.f. a 
= ~~. n[1-e') C E K , seja R = 
m i.=t m m 
m-1 
~ai.' Ri. E W. 
i.=f. 
Ent§o 
ec R) = 1 n J s I· Com i st.o pode-mos deo:fi ni r as f'unç<!Ses Y< X• _ ) 6' Y q C_) 
sobre os elementos ciclotómicos do seguinte modo; dado um elemento 
ciclot..ômico & E Km exist.e um elemento R E W tal que GCR) = ln I e I· 
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Y (&)) como s~ndo q 
r~sp~~tivament~ YqCR)). A v~rificação de que se pode definir as 
funytles YCx._) e Yq( ) sobre os elementos ciclotõmicos s& completa 
ao constatar-se que as funções acima s~o homomorfismos de W em C. 
LRm-'ll r::!.2.4; Sejam ~ 
(~ 
m 
E 2[G l 
m 
a . X(T) 
T 
Entã:o 
(2. 5) 
Demon~t..ração ~ evidente que podemos supor & m-1( .)a. = n 1--{' : a. E 2. 
. m ' ,., 
Visto que Y<_,X) é um homomorfismo de C em ~. só resta provar que 
m 
T 
"' = 
ri (1--{~· ~)a' = 
\=t 
d -1 
Agora TCeT,d,;,) = CxCD.b(m/d).i 
d-1 
\ = t 
{i ,d>=t 
C X( r, D. aCm/d). i 
" = :1. 
<i ,d>=t 
e o lema est..â provado. 
= 
~ 
com T(~ ) = ~ . 
m m 
De fat..o 
b . = a. ( subindices mod m ). 
r," " 
d -1 
= C X(D. a(m/d). C r -•. i) = 
i. = :1 
( i,d>=t 
Corolário 2.2.5: sejam m um número inLeiro posiLivo e & e Vm. 
Suponhamos quem n~o seja uma potência de primo, digamos m = a.b, 
com Ca,b) = 1 e 1 < a,b < m. Se x é um caracter defi~ido mod m cujo 
condutor seja um divisor de a, então 
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YCe, ;~;) = Clj</>Cm)). YCNK jK C e),~;) 
m a 
(2. 6) 
Demonstração ; Visto que 
&r, onde G = 
[ Km : Ka l = ~ b), pois C a, b) = 1, e 
GalCK jK ); 
m a 
só precisamos mostrar que 
YC&r.x) = YCs,x), para todo y e G. Mas y fixa K e portanto podemos 
a 
supor qu<> = ~t, com t = 1 Cmod a) (Lema 1.3.15). Pelo Lema 
m 
2.2.4, temos YC&Y, x) = X(t).YCs.x). Visto que o condutor de x é um 
divisor de a e t = 1 (moda), deduzimos que x(t) = 1 e o corolário 
es L. á pr evado. 
2.3 UNIDADES CIRCULARES 
Sejam K um corpo abeliano de condutor m e kn a intersecç~o de 
K com K
0 
, n e ~-
Para cada nEm, n) 2, e a E { 1,2, ... ,n-1 ), denotaremos por 
otCn,n) a norma de K0 para k 0 
a do elemento 1-{ n 
' 
e U
0 
será o 
• a subgrupo de K
0 
gerado pelos elementos 1-~0 , a= 1, ... ,n-1. 
Lema 2. 3.1 : Sejam r e s dois números inteiros positivos. Se r 
divide s ent~o NK jK CUs) <;; Ur. 
s r 
Demonst.raç~o 
a 
NK jK Cl-e 8 ) 
s ' 
A prova do Lema 2. 3. 1 resume-se em most.rar que 
e U ~ V a = 1, ... , s-1. 
r 
Basta supor o caso em que s = 
p.r, onde pé um número primo. Se p {r ent.~o existem inteiros x e 
y tais que p.x + r.y = 1. Logo {aCp. x+r. y) = P· r 
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.. portanto 
{a.x{a.y) 
r P 
Por out.ro lado, ~em 
ordem 4(s)/4(r) = p e, portanto, GalCK5 /Kr) é ciclico gerado por 
qualquer Kr-automorfismo diferente da identidade. ~claro que o 
aut.omordfismo de que leva ,r H em , é diferente da 
identidade e fixa Kr (Lema 1.3.15), 
= 
= ('r+.t 
s 
= 
~r+t 
p. r = 
s 
logo um gerador de GalCK /K ). 
s r 
= Logo 
p . { C1-{a/p)p se a = o Cmod p) nC1-{"a.{a ) = ~=i p p.r 
Conclui-se pois que 
r 
C1-{p.a) (1-{~) = p. r 
a 
NK /K Cl-{5 ) e ur 
s r 
se a i! O Cmod p). 
e o lema está provado. 
O grupo das unidades circulares de K definido por Sinnott em 
[6) e aqui denotado por CSCK), é a intersecção de O~ com o 
• subgrupo de K gerado por -1 e os elementos Q(n,a), nEm, n} 2, e 
a~ (j •... ,n-1>. 
Vi8Lu que Kn n Km = KCn,rn)' k 0 = kCn,m) C Teorema 1.3.7) e 
e NK /K CU
0
) S U(n,m) <Lema 2.3.1), deduzimos que na definição 
n Cn,m) 
de CSCK) só precisamos considerar os números inteiros n que dividem 
m. 
O grupo das unidades circulares de K. introduzido por Thaine e 
aqui denotado por CTCK). é definido como se segue: Se m é o 
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ccmdut.or de K e j é um número inteiro positivo, seja 
J m-1 a 
C.<XJo {r<XJ=±n. ncxi-{r) i.r: air e 7, f( X) e KCX) e f(1) e O~} 
J i=ir=1 m 
onde X é uma indeterminada, ent~o 
., 
CTCK) = UC/1)· 
J = 1 
Em [4] Thaine afirma que CTCK) ? c5CK) e externa seu interesse 
em Sri [Jé'f qu~o maior do que esc K) é eTc K). A meta deste parágrafo é 
mos-trar que CSCK) = CTCK) e uma demonstraç~o resumida deste fato 
podA ~Ar Ancontrada em [ 2]. 
Para cada número inteiro positivo n, múltiplo do condutor m de 
K, e j um inteiro positivo, escrevemos: 
{ 
j n-t[. )a. CjCX,n)= f(X)=±íT íT X'-~~ 'r, a,r E 2,f(X) E KCX) e 
1.=1 r=1 
o11de X é uma indêterminada. Seja C{1,n) = {rC1): fCX) 
E; f"ácil ver que C.Cl,n) é um grupo, qualquer 
J 
rcD E o~}· 
E C;'X,n) } 
que seja n 
mólt.ipln rle me j = 1.2 •... Por outro lado C Cl,n) f; C C1,n) ~ ... 
' 2 
pois se f(X) e C.CX,n), digamos fCX) 
J 
j 
= ±íT 
i..=1 
podemos 
considerar f(X) , com b = '"r {
a. se i ~ j 
i..r Osei:::j+l. 
Com isto vemos que C_CX,n) s C.+ CX,n) e, consequentemente, C.Cl,n) 
J J 1 J 
s C. C1,n). Como consequência imediata desta observaç~o concluimos j+t 
O) 
que U C.Cl.n) é um grupo, o qual denotaremos por CCn). e que CC nU 
j;:: 1 J 
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Lema 2.3.2: Com a notação acima tem-se: 
j) CCX,n) ç: CCX,t.n) para algum inteiro positivo t. 
J ' 
ii) CC1,n) 5 CC1,t.n) para todo inteir-o posit.ivo t.. 
' ' 
00 
iii) C = U C C1,t. m) é um grupo. 
t=1 i 
i v) CTlK) S C. 
Dcmun~ l..1· ayão 
i) $I:> f( X) .;;; C .C X, n) então as raizes de f( X) s~o raizes dos 
J 
' r pol i n6m.i os X -~ 
n 
1=1, ... ,j e r=1, ... ,n-1; ou seja, se e é uma 
raiz de fCX) ent~o por tanto e i.. n = 1 • i = 1 •...• j ; 1 ogo 
as raizes de fCX) s~o raizes t.n-ésimas da unidade, onde t = 
tn-i . b_ 
[ 1 , ... , j ) e por tanto f( X) = ±ncx-{~ ) 'E c cx,t.n). 
. ~.n ~ 
t.=i 
ii) A inclusã:o CiC1,n) S CiC1,t.n) decorre imediatamente do 
seguinte fato: Se f"(X) E C CX,n) 
' 
r.- i a 
entil:o f"(X) = ±n[x-{~) ' = 
t.= :l 
tn-1 . b. 
± n[x-~ ~- n) '. onde 
\,>:;~ 
se i _ O C mod t) 
O caso contrário, 
e pr-r-t.Ant.o f(X) E C:lCX,t.n), ou seja, f'(l) E c_.c1,t...n). 
00 
iii) Para mostrarmos que C = U C
1
C1,t.m) é um grupo é suficiente 
t.=i 
mo::.L.t·ar que dados dois elementos de C enUlo o produto destes estA 
em C. De fato, sejam f(1), gCl) e C, digamos f(1) e CC1,t.m) e 
' ' 
gC1) e C:tC1,t
2
.nú; t:t, t-
2 
inteiros positivos. Desde que Ci(1,t
1
.rn), 
C ( 1 , t . m) S C C 1 • t. . t . m) C pelo 1 t-em C i i ) ) e C C 1 , t. . t . m) é um 
2 2 :l 12 l 12 
grupo f( i). gCi) e C (i,t. t . m) S C. 
' ' 2 
313 
00 
i v) S."'he-mos que CTC K) = CC m) = U C _C 1 • m). 
j = .l J 
Mas C_Cl ,m) 
J 
00 
c CCl,l.m) 
J 
para algum t. C ver 1 t.em (i)), logo "' UC<!,m)" 
j"'" i J 
U C C1,t..n0 =C, ou 
• t.=.l 
S(•j<-t, CT(KJ S C e a demonst.raçã:o do lema está completa. 
O próximo lema mostra como fatorar certos polinômios f(X) 
E K[XJ em 
pr op6si tos. 
produtos que ser~o convenientes para os nossos 
LP.ma 2:.3.3: Se fCX) 
m-1 a 
= }J(x-~~J 'E K[XJ enlil:o fCX) = nf.CX), 
j lm J 
ondA 'f_( X) = 
J 
m-t a n(x-~~J ' 
\.=1 
(i.,m)=j 
E k /.[XJ. 
m J 
Demonst.raç~o : ~ claro que podemos escrever fCX) = Tif.CX), com 
;!m' 
f .CX) 
J 
(m/j)-1 ( . )b .. 
= I I·· x-~~j '' 
t=t 
e Km/}Xl, pois sendo Ci,m) = j, digamos 
(i. (m/j))=1 
i = j.k, m = j.Cm/j), com (k,CnVj)) = 1, leremos 
f CX) = 
J 
Cm/j)-1 . a 
I I (x-~~· •) ;. • 
k = 1 
Ck,Cm/j))=1 
b .. = a .. , Ci.Cm/j)) = 1. 
\.) J• l. 
finalizar falta mostrar 
= 
E; 
que 
(m/j)-1 (x-{!:vJaj. k I I 
k = • (k,(m/j))=l 
evidente que f.CX) E 
J 
f'CX) E K[ X J • isto é, 
J 
" 
ai fazemos 
Km/j[XJ. Para 
frCX) = f .CX) 
J J 
parrt todo y e G = GalCKm/k) Conde r age sobre os coeficientes dos 
polinômios). De fato fr(X) = f(X) pois f(X) E K{XJ e r fixa K. 
= I! c. devemos ter a. = a. Csubindices mod m) • pois 
m \ \.c 
m-•( .)a. m-•( .)b. n X-~~ \ = n X-~~ \ se e somente se ai = bi. i =1 • ... • m-1 , Com 
\=1 t=i 
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ist..o. se Ci,m) 
. a 
= j • ent..ão C X-~\.) \. 
m 
di vide f CX), 
J 
. a 
1 ogo C 1 -~ \. · c) \. 
m 
também di vi de f .C X) , 
J 
pois C i. c, m) = C i ,m) = j. Portant..o 
di vi de f .C X). 
J 
Como são poli nómi os mónicos e do mesmo grau, segue 
que frCX) = f.CD 
J J 
e, consequent..emente, f.CX) e K[Xl, o que completa 
J 
a d~5<monstração do Lema 2.3.3. 
Lem~ 2. 3. 4 : Sejam n um número inteiro positivo, L um subcorpo de 
K e G" = GalCK jL). Seja (9 , ... ,9) um conjunt..o de representant-es 
n n t e 
das classes de Gn/G'. Então: 
D Os poli nOmi os pert..encem a L[XJ e são 
i rreduti veis em L, i =1 ... s. 
ii) y,OJ = NKn/LCl-~~c), 1=1, ... ,s. 
iii) O grupo mult..iplicat.ivo 
n-t i. ai. 
s = < gCX) = ). )cx-~n) , a. E Z e g(X) e LCX) > 
' 
é um Z-módulo livre de posto [L;Q] e gerado por <g.CX). 1=1 •...• s>. 
' 
Demonstraçã:o 
i) Podemos ver que se a e G' ( <>..6.9.) entll:o g~Cx) = /1 X-~ · ' \. 6 E: G' n = 
[ «.e) ór:-1' X-~n i. = gi.CX) e portanto gi.CX) e L[XJ. Seja hCX) um fator 
a. e. 
de g.CD 
' 
em L[ XJ i rreduti vel e X-~ \. 
n 
um fator de hCX) em 
a.$. 
K CXJ, o:-nUto hCX) =CX-~ \.).vCX), vCX) E K CX). Seja 11 e G'; vist.o 
n n n 
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que h C X) e L[ X) enl-~o h,uC X) = hC X) e portanto 
,u. o.. e_ 
C X-~ ') 
n 
divide hCX) para todo ,u e G' e consequentemente g_CX) = 
' 
di vide hCX) pois os monómi os 
I'·"'· e. 
X-{ ' 
n • que s~o 
todo~ distintos, dividem h(X). Ora. h(X) é um fator irredutível de 
g (X) em L[ X) e g_CX) divide hCX), anUlo g.CX) e h(X) diferem por 
' ' ' 
uma unidade de L e portanto g.CX) é irredut1vel. 
' 
ii) Decorre imediatemenl-e da definição de g.CX). 
' 
iii) Seja gCX) e S. Podemos supor, sem perda de generalidade. que 
gCX) e L[X); ent~o gCX) pode ser escrito na forma: 
gCX) = • ( I'· e.)a. n x-( , '~'. 
. n 
""' t 
(2. 7) 
i'EO' 
onde i"l.. são números int-eiros não negal-ivos. 
'~' 
Desde que gCX) E L[ XJ, 
()( 
segue-se que g CX)= gCX) para todo Q e G' e portanto o expoente de 
I'· O. 
X-~ " é o mesmo expoente de 
n 
,..,. ot. e. 
X-{ ' 
n 
na equaç~o (2.7), ou seja, 
a. ·- u_C _,. V <X,f.J. e G'. isl-o é, a. só depende de i e porl-anl-o 
~ '1'·- ~ 
gCX) onde a. 
' 
= ai.I-J • V I' E 
G•. Quanto ao posto de S decorre do fato de s ser o indice de G• em 
G e p(.wlanto o grau de L sobre ct:l e o lema. estA provado. 
Com ~stes resultados, podemos responder a quest~o propost-a por 
Thaine em [4]. pg 1. 
Teorema 2.3.6: Sejam K um corpo abeliano de condutor m, CSCK) e 
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CT(KJ a~ unidades circulares de K definidas por Sinnoll e Thaine, 
respectivamente. Ent~o CS(K) = CT(K). 
Demonstração : Primeiramente vamos mostrar que C5 CK) ~ c (1). 
' 
Seja 
n-< b 
r-fó , onde ó = 
nlm n n n o.Cn,a) 
n,a Sejam f CX) 
n,a 
CP" t 
b 
G~ = GalCKn/K), onde = nr n,aCX) e FCX) = n,a 
l I fnCX). E: claro 
nlm 
que ~ CX) E K[Xl .. ~ ~~-, = OICn,a). Logo n,a n,,O'!. 
f C l) = ó e FC 1) = ó. 
n n 
Sendo FCX) = r-f f C .c · 
nlm n 
podemos escrever 
m-i a. 
FCX) = ncx-~~) "_ com FCX) E KCX). C pois Cc:>:l<. 
~ = t 
CX) E KCX) ) e 
... ~ 
• FCl) E DK' ou seja, ó = FCl) E c,Cl). 
Agura mostraremos que C~ C5CK). 5eja 6 e C. Então ó E C1C1,n) 
para algum múltiplo n d~ me seja ~CX) = 
f(1) = ó. Lcrr.a 2.3.3, rcx) = n 
j In 
n-t a 
r-fCX-{i) i E J(CY.) 
i.=t n 
tal que 
f .CX). com f .CX) e 
J J 
k ,.CX). 
n-J 
Agora. segue do Lema 2.3.4. que para cada divisor j de n existem 
tais polinómios g .. CX) E k /.[Xl 
'-J n J 
= [ ' ) N 1-e / .. 
KCn/j)jl:(n/j) n J 
Então 
que 
f.CD 
J 
f.CX) 
J 
b .. 
= r !s .. CX) '' 
. ,, 
' 
e g .. <D 
'J 
e portanto fCl) = nf.C1) e CSCK). No Lema 2.3.2 Civ) provamos que 
i In J 
CTCK) S C e pelo que acabamos de demonstrar deduzimos que CT(K) S 
c 5CK). Visto que CTCK) ~ C1C1) ~ C5CK) a igualdade segue e o 
teorema está provado. 
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Corol;.rio 2.3.5: Os grupos C(1) definidos por Thaine em [4) s~o 
J 
tocioo; iguAis entre si, consequent..ement..e CTCK) = c1 Cl). 
Dcmuil:;,<traç~o ; Segue imediatamente da definiçã:o de CTCK) 
uma v~z que. pelo Teorema 2.3.6. CTCK) ~ c1 CK). 
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00 
= U CC1), 
j = 1 J 
CAP! Tlii.O 3 
l~JDADES ESPECIAIS 
Sejam K um corpo de números abeliano, n o seu conduLor. p um 
pr J mo r aci anal 
1., 
o• 
L tal que 
a -.rt. o, tal 
Seja C cV 
+ que se decompõe complet.amen~e em K e L= K.K. p Seja 
NLjKCu) = l. Pelo Teorema 90 de Hilbert, exi st.e 01. E 
T-1 /v que u = a , onde T é um gerador de GalCL1 ~) ~ 
a 
= q t 
' 
a 
. q e a f'at.oraçS'o do ideal 
• 
principal otD1. em 
j deais primos de ol.' r-l • u = a , com u E OL' segue que C oc) 
-Se m é um j dea1 primo de K que n~o se ranúf'ica em L e m é um ideal 
primo de L acima de m, que aparece na f'atoração do ideal aOL' então 
' -T m j = 1, ... ,Cp-1)~~ são todos os ideais primos de L acima de m 
e todos aparecem na f'at.oração de cá)L com o mesmo expoent.e, digamos 
w e Z. Vist..o que m não se ramif'ica em L, segue que cc01_ = mw. n, ondo 
n é um jdeal de ol.' não necessar i ament.e principal e .u CU) 
-m 
= o. 
Aplicando o mesmo procedimen~o para o ideal n. ·-T pois n = Cl), e 
e assim por diante. conclui mos que aOL = .71. $:, onde J/1 é o 
J evanlamen~o de um ideal de K e !B é um ideal de L em cuja fat..oração 
só aparecem ideais primos de L que estão acima de ideais primos de 
K que se ramiricam em L. Mas os ideais primos de K que se ramiricam 
em L eslão acima de primos ideais de ~ que se ramificam em 
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+ K • p " só 
pr~mo p se ramifica + em K , logo, p soment.e os ideais primos de K 
acima de p se ramificam em L. Sejam ó = GalCK/~) e Q um ideal primo 
de K acima de p. Visto que p se ramifica complet.ament.e em K+ 
p então 
assim se comporta Q em L e port.anto existe um único ideal primo de 
L, digamos B, acima de Q. 
Desde que podemos ident.iricar com ~. então sY 
Cresp. cl), y e /1, s~o os únicos ideais primos de L Cresp. K) 
acima de p. Além disto sY é o único ideal primo de L acima de o(. 
Visto isso temos: 
cd)l. 
r 
= A. nr-'CB) r 
rei; 
r e 2, y e /J.. 
r 
Aplicand,-. ~ norma de ideais nesta equação, t.emos: 
Cp-D/2 r 
= A . nr-'CQ) r 
rei; 
(3, 1) 
(3. 2) 
Com ist·-._ c;:e, por exemplo, p :: 1 C mod 2. hK), onde hK é o 
número das classes do corpo K, então ~ 
ye/; 
-· r ·1' r 
é um anulador para 
o elemento do \;;IJ·upo das classes de K represent-ado por Q. 
+ O único ideal primo de Kp acima de p é 
se decompõe complet.amente em L, ou seja 
e este 
(3. 3) 
Seja v L. Por (3.2) e (3.3), a 
valorização 
_, 
y CB)-ádica aplicada em 6 é nula e por t..ant.o podemos 
es::crever 6 :;: A/J.J , À, J.J e ül. t.ais que a valorização 
-· 
r CB)-ádica 
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de À e~ é nula C ver [4). pg. 6). 
Por C3.3) t..emos 
_, 
2-C( +( ) p p E BY, V y e~ a por~an~o 
Seja s uma raiz pr~mi t..i va 
Como 
mod p. t..al que -' TC e +e ) = p p 
e., + 
p 
-j -j 
+ ( Cmod Cl-( )(1-( ).I)L). 
p p p 
t..emos, para t..odo y E h, a congruência 
e. 
Cmod 
-t -1 r 
T( e +e ) ;:::: e +e c mod B ) p p p p 
consequen~ement..e, T(À) = À z 
-· y CB)). Logo T(Ó) ;;:: 6 Cmod a port.ant.o t.amos: 
(3, 4) 
(3. 5) 
(3. 6) 
6 = " r 
[CJ -t )Cl-t-')J r 
T(6) = ------"=o·~UC-------~- -1 r O Cmod y CB)). r 
Mas 
= s 
p p 
+ ce + p 
Mas t;i. 
p 
_, 
e )(s-1) p +, •. + 
[(1-e('c)(1-t;-('c)] y 
p p 
= ( S-1) ( -1 -<S-1>) j+eP+ ... +eP l+t;P+ ... +eP 
l;-<~-1.>) C s-( s-1)) . 
p 
s: + 2. [Cs-1) + ... +1 z J = s: 
Ou seja, 
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2r 
a.S r a.u -· Cmod y CB)). 
l.ogo, 
r 
[(1-e )<1-e-t)) r 
p p 
r 
[Cl-{ )(1-1;-·)) y 
. _, 
O Cmod y CB)), 
e portanto 
p p 
u. 
2r 
s y 
-· Cmod r CB)), v r €' f.., 
pois 
-· 
j!S O Cmod y CB)). 
• Suponhamos que & e DK é tal que u Cmod 
(3. 7) 
Por (3.7) 'temos 2 & 
2r 
- s y 
_, 
Cmod y (Q)), pois c, SE K, e por~ant.o 
2r 
s y 2 ~ y(e) Cmod Q), para l.odo y E b. (3. 9) 
Est..a.s congruências nos permi 'tem obter informações sobre os 
coef'icient.es do anulador 
_, 
r . y y da classe de ideais 
representada por Q e, em casos importantes, est.as congruências nos 
Jevam a obter anuladores de todo o grupo das classes. 
Após estas consideraçeies torna-se evidente a import.ãncia das 
unidades e de K tais que ez = u Cmod -· C1-{ )(1-{ ). i)L), p p para alguma. 
unidade u de L tal que NLJK(u) = 3. 
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3. 1 UNIDADES ESPECIAIS, SRGUNOO RUBI N 
Nes~e parágrado K deno~ará um corpo abeliano de condu~or n e se 
pé um primo racional, L e L' denotarão os corpos K.K+ p p p 
respec~ivamente. Quando o primo p é fixado denotaremos L 
p 
L e L', respectivamente. 
Temos assim, o seguinte diagrama: 
K/ 
L' 
[. n 
/ K+ K 
1/ p 
4) 
Sejam r p = { u e ot 
+ 
e K .K 
" p 
e L' por p 
11 
p 
exisle U E r p hl que == u Cmod p)· }· onde p é o 
produto de todos os ideais primos de L acima de p. 
Definição 3.1.1 Sejam K um corpo abeliano e & uma unidade de K. 
Dizemos que s é uma unidade especial de K se & e ~ para quase lodo p 
primo p que se decompe5e complelamenle em K. Conde ''para quase "lodo" 
signirica para todo, exceto para um número finito). 
O conjunto de todas as unidades especiais de K é um grupo que 
será aqui denotado por SCK). 
Visto que p se rami~ica compleLamenLe em + K , p se p se decompõe 
compl eLamenLe em K ent.ão o ideal p é principal e gerado por 
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C l -t: )( :1 -e- 1 ). Neste caso temos a ~egui nt.e congruénci a: p p 
(3. 9) 
Donde: 
- j -i. ~ +t ;= 2 Cmod (1-1; )(1-1: ). ÜL,). p p p p c 3. 1 0) 
Teorema 3.1.2: Seja K um corpo abeliano. En~ão CNCK) ~ SCK). 
n- t. a 
DemonsLração : Sejam n o conduLor de K e E = ~~· y:yp-e~) i uma 
unidade ciclot.6mica de K . Devemos mosLrar que para quase Lodo 
n 
primo racional p que se decompeie comple'lamente em K existe u E 'e p 
tal que NLJKC&) ~ u Cmod p). Sejam 
Ora, 
logo 
ZT 
& -
v= ~~~{j{(i-{~ ~PH1-~~-çJf' .. u = NL./L(v). 
Visto que 
da congruência (3.10) segue que z & EU 
z 
-· OL •. Para & - u = C1-~ )C1-{ ).x. X e p p 
T 
-· T f"ixa + u = (1-~ )(1-{ ) . X , pois T K . p p p 
Cmod 
-· C1-{ )(1-~ )()L,), p p 
qualquer T e GalCL'jL) 
>T T Assim sendo, 
" 
= u 
Cmod (1-{ )(1-(-1)0L,) e portanto 
p p 
NI.' /L C&
2) " NL' /L C v) (mod C1-{p)Cl-~~1)()L,J. 
Neste caso z -· NL'/LC&) - u = C1-~ )(1-~ ).y, 
. p p para algum y e OL'. 
-· 2 Visto que C1-(p)C1-(p) e Ol.' segue y e ()L e portant-o Nl.' /LCc) _ 
u C mod p). Para f"inalizar !"alta mostrar que u e 'e . Identíf"icando p 
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GalCL/K) + com G~lCK /~), temos: p 
onde T é o au~omor~ismo de Frobenius para o primo 
p 
p. Como p se docompBe comple~amenLe em K, anLão T é a indenLidade 
p 
quando reslrllo a K. Mas 
leorema está demonstrado. 
Corolário 3.1. 3: (Teorema 2.1 da 
Teorema 3. 1. 4 Seja n um número inteiro positivo. Se K = K+ anl-ão 
n 
Demonst.ração 
complal-amanl-a em 
+ 
"' K • n 
Sejam p um primo racional 
~ -· p = C1-~ )(1-~ )i)L'. Dado p p 
que se decompe!e 
n-1 a 
" = ±{~. n[l-~~J ' 
t=f 
Vist.o que 
\. i. -t ... 7. "' 
,... c 1 -e . e ) . c 1 -e . e ) c mod p) • ent.ão & = u c mod p). 
n p n p 
e K+ t.am-se e = &, onda a barra signirica a conjugação complexa, a 
n 
j st.o egui vale a Mas 
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= c -J) 
a 
' 
.e 
11-1 n-1 
a _,.-
' [_ 
l =1 
-t. a a 
n 
l. (1-~") l 
n 
J ego 
n- t a e~.n[J-e~)' 
~ = 1 
= 
.e - e' n (' ] . ou s~ja, E: = & se a n 
n-• n-• 
~amante 
l =t ' 
e b = L a e, 
' i. =1 
onda a = 2. t. + i. a 
n-• 
port.anlo, 4.t. + a.r= i. a_ 
' 
_ O Cmod n). Para que u E L é necessário 
l =i 
e ~ulicienle que u = u, pois a identidade e a conjugaç~o complexa 
formam o grupo de Galois de L' sobre L. Como no caso de e, u = u 
n-• 
s::e e soment.e se 4. l +2. C i. ai. = O C mod n), ou seja, se E Ei K, 
l=t. 
então u e L. 
Ora, L f'1 K 
n 
Para finalizar devemos mostrar 
= 
pois GalCLjKn) ~ GalCK;;~). Visto que 
Cp-s)/z 
J = J [(H~· e~)(J -e~. e~;)] 
Mas 
T _, 
= E p onde T é o aut.omorf'i smo de p 
Frobenius para p. Vi st.o que p se decompe>e compl et.amenl.e em 
enl~o T é a jdent.idade quando restrito a p 
e o teorema está provado. 
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+ K e port.ant.o 
n 
+ 
K ' n 
= 1 
sabemo5, pelo Lema 1 .3.16, que mas para 
cteslacar a jmporlància do Teorema 3.1.4, provaremos que o indice de 
I .ema 3. 1 . 5 : Seja n um número inleiro posit-ivo. Se n é a potência 
de um número primo, digamos n = pa Ca 2: 2 se p = 2), en"lão CNCK~) = 
+ 2 
CJCKn) . 
Demonst.ração ent.ão ou 
seja, Por oulro 
n-i n-< 
C a -c 
' . c -3 ) ~=i • ~ \.=i. 
n 
'·a,_ ri (l-(~)2. a, 
t.=i 
r 
p = 2 e, para ~ada i = 1,. a .2 -1; f'azemosi =2'".t. .• Ct._,2) =l 
' ' 
n-< 
C t.emos j .a 
' ;, :::. 
n-< r 
C 2 ' o c .a = 
' \ =:1 
n-< r 
= C 2 
i=1 
Teorema 
n-< 
C 
' . L. .a ~ 
' ' 
1. 3. 13), 
a 
' 
n-< r 
C 2 ' .... 
' 
Cmod 2J. Vi st..o que 
i=:l 
n-< 
segue-se que C i. a . .:= 
' 
o c mod 2) 
i=' 
n-1 
-c Ci.a.)/2 1. n- t a 
" 
porlant..o & C-l)i.=t . rf. onde f? i.=~ = ~n -n[1-e~)' 
<' K 
n 
Se 
n-< r= a'" = O C mod 2 ) ent.ão ~ e 
l. =f 
\. = t 
" & = (?':1. E Se 
~az-ndo 6 -- ~n/4 .~ ~ K, ' 6 6- ' ' 6 C CK+J 6' r .,. .,  1 ~ -.:- n ..... emos = e por ..... an ..... o e 1 n e & = 
Agora ~oponhamos a n = p • p um primo impar. Seja ~ = 
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n-s r 
. c p 
\.=:l 
' 
.a 
' 
a 
- ~ ~) i. Desde que o-t c 
\.=S 
=O C Teorema 1.2.13 ), onde p 
a. 
' 
r 
i 
o-t 
- c 
" ::J. 
li 
r 
' p . a. 
' 
Cmod 2) 
segue-se 
2 + e=~, como & > O, is~o implica que~ E C1 CKn)' o que comple~a a 
Observação 3.1.6: Dado um corpo abeliano real K, a par~e de ~orção 
de c1CK) consis~e das raizes da unidade con~idas em K e por~an~o 
lal conjun~o é <± 1). Ainda por K ser um corpo real, o Z-posto de 
Vi st.o 
fac i 1 mente que 
pelo Teorema 1.2.2 e por c1 CK) ~er indica fini~o 
que C
1
CK)z 
2 rc1 CK), C1 CK) J 
é livre de t.orç~o, pode-se concluir 
+ 
se K = K , 
n 
-- ~~n)/2!, ~ onde ~ é a função de Euler. 
feorema 3.1.7: Para cado número inteiro positivo n 2 3 seja gCn) o 
lndice Ent.íilío 
se n é uma potência de primo 
caso cont.r ár i o. 
)emonst.ração:Pela Observação 3.1.6 
:t, por outro lado, sabemos que 
pois Logo 
se n é uma poténcia de primo. o 
~eorema decorre do Lema 3.1. 5. Para comple~ar a demons~ração do 
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teorema falta mostrar que se n não é a potência de um número primo 
então 
Se n é 5mpar então 
n-• 
disso L ai. " O Cmod 2) 
"=1 
Seja c 
n-• n;'c 
t.=.l 
= 
K . 
n 
além 
n-1 
RaLa"' 
' 
Cinod 2) então tomamos -1 c=Cl-l!)Ci-{ ).&',donde 
e' com 
pois c, 
Suponhamos agora que n é 
n-• 
-c 
{J {n 
i.=.t 
= 
ent.ão 
ent.ão 
n-1 
L j. a 
' 
anterior, 
j. a 
2 '.fi-(,<)" ' K E n 
'1. = j 
" " 
com 
' 
Cmod 2), t..omamos c 
n n 
n-1 
O Cmod 2) 
" & • 
Agora c' 
par. 
Se, 
n-1 
L 
i=.t 
i. a_ 
' 
além disto, 
Mas se 
= O C mod 2) antão 
O Cmod 2) 
n-1 
L a.~ 1 
' 
Cmod 2) 
i.=l 
" & Se, por out..ro lado, 
-· = c1-e )(1-t ).e·. n n e, como no caso 
Com j~t..o t.emos provado em 
ambos os casos, n par ou impar, que: 
Port.ant..o, para concluir a 
demons~raçâo s6 precisamos mos~rar que C1-~ )Cl-C') " c1 cK+)
2 
n n n 
Cl-( )Cl-~-<) e c
1
CK+) 2 
n n n 
-f. -f. 2 
Desde que c 1 -e ) c 1-e ) = -e C1 -e ) 
n n n n 
, se 
c_ CK+) 2 -• CK+) 2 P.nt;l'o -~ e , 
n n n 
ou seja, 
-· -~ seria uma raiz da unidade n 
al~m se ser um número real posiLivo. 
e consequen~emen~e n = 2, o que é um 
-· is~o é, -~ n = 1. Logo ~-
2 
= 1 
n 
absurdo. 
Corolário 3.1.8: Seja n um número inLeiro posi~ivo. EnLão CNCK~) é 
+ 
um subgrupo próprio de SCKn). 
Seria interessan~e estender estes resul~ados para corpos 
abelianos quaisquer. 
Sejam r um C'!r['".' abeliano de condutor n e & e c1CK), digamos 
t,(p-1)/z 
s.o;a u = {~ . I I 
c p-1)/2 
Suponhamos } b .. 
j = 1 1.J 
= a .. 
' 
automorfismo de Frobenius 
j = 1 
c p-t)/2 
C 1 ) • n- • [ .] } b .. = { p- . •.  1-{•' j • • ,, 
n . n 
t.=1 --
1-{' 
n 
EnUlo 
T -i 
= E p onde 
para o primo p e portanto 
T 
p 
T 
p 
é o 
é a 
identidade quando res~rito a K, uma vez que p se decomp~e 
completamente em K, ou seja, NL/k(u) = 1. Por outro lado é fácil 
2 
ver qu~ ~ = u Cmod p) e portanto c seria uma unidade especial. 
Feitas estas consideraç~es, o problema passa a ser: dado 
n-1 a 
e= 1;~- n(1-1;~) i. e K~ exis~em 
t.=1 
b .. e Z tais que 
" 
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c p-i)/2 
) bi.j ;; 
j ;:: 1 
a. e 
' 
Ora, T para que u € L é n~cessàrio e sulicien~e que u = u, para 
t.odo T 12 Gal C L' /LJ ~ Gal C Kn,/K) . Mas js~o pode ser reescri~o na 
forma: Dado & e u, como acima, se T 
Vjs~o isso, podemos supor que GalCKnjk) é ciclico no seguin~e 
sen~ido: Se queremos resolver o problema para os corpos abelianos, 
devemos fazê-lo também para os corpos com a condição acima. Por 
oulro ) ado ~odo corpo abeliano de condu~or n é a in~ersecção de 
~ubcorpos k de Kn' com GalCKnjk) ciclico. 
Voltando a GalCK
0
/K), que suporemos ciclico, gerado por, 
digamos T • 
' 
com T ce ) 
' n 
= er e por~an~o a solução do nosso problema 
n 
passa a ser a solução do seguin~e sistema: 
{ 
C p-.t.)/z 
} bi.J = 
J = i 
T 
u = u. 
a. • 
' 
i= 1, ... ,n-1 
T -1 
' Seja v = u Para que v seja j gual 
(3. 11) 
a 1 necessário .. 
~uficiente que o ângulo 6Cv), rormado por v e o eixo positivo de X 
~eja múltiplo inteiro de G.n e lvl = 1, pois v~ O. 
T -> 
l.ema 3.1.9: Sejam & e u como acima. Então óCv) :;; 2:.6(& r ), Em 
T 
par~icular se e r= e então óCv) =O Cmod Z.n). 
Demonst.r ação: Pelo Lema 2.2.3, temos: 
n-1 Cp->M [( . . 1 ) + (p i-n. j m ôCu) = ê:nC2. t) + "·L ) b_- P· ~+n. J 2 - = 1 '-J p. n p.n n i.~i j -
n-1 ( 
+ rr.c :i 
i.~t n 
)
Cp-1)/z ] k . ~ i bi.j = 
56 
T 
A 1 • 6( u .) na ogamen~...e 
n-1 
+ n. > 2.6Cc). 
T -1 
• • 6Cu • ) e por .... an~.-o 
T -1 
lu • Pelo Teorema 2.2.2 e a observação que o segue, 
T -1 
T -1 
=2Ó(&r) 
= 1 se e 
--omenl~ --~ YC u • , X) O • d • ã • · · 1 _ . ..,. -...,- = para .... o o carac .... er par n o ..... r~ v~ a 
definido mod p.n e 
T -1 
Y Cu r ) 
q 
= O para ~odo primo q que divide p.n. 
Pelo Teorema 1. 3.13, 
T -1 
Y Cu r J = O q para ~odo primo que divide p.n 
se e somen~e se u 
T -< 
• é uma unidade e pelo Lema 1.3.12, 
T -< 
• u sempre 
T -< 
é uma unidade; logo resolver a equação ju r I = j equivale a 
resolver o sistema 
T -< 
• YCu ,xJ = O para 
trivial definido mod p.n. 
todo caracter par não 
Ora, se :t é um caracter definido mod p, n então podemos 
escrever x =X ·X com Xp um caracter definido mod p e X definido p n n 
mod n. Além disto Xp e Xn têm a mesma paridade, pois X é par. Vist.o 
que T r e Gal (L • /LJ enl.ão 
-· -r fixa ( +( a port.ant.o podemos supor • p p 
r ~ 1 Cmod p); com ist.o t..emos X( r) 
observação acima deduzimos que 
T -< 
= X Cr). 
n 
YCu r • X ·X)= Cx Cr)-l).YCu. X ·X ). p n n p n 
Pelo Lama 2. 2. 4 ~e a 
(3.12) 
Como nosso int..eresse ficará rest..rit..o à YCu • ;r), podemos supor 
Mas 1-e\ .e 3 
n p 
(3.13) 
= 1-~;P· i.+n.j logo por razeies prát.icas,raascrevemos p.n 
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c 3. 14) 
ou ainda 
·n'[1-e• )c• 
= { 
b -~ek ..... p.j:'"n.j(modp.n) 
P· ,+r. J 
u = 
p. n 
k=1 
Cp-1)/z 
, onde ck 
O caso cont.rário. 
Agora } b+_=a. 
p." n. J " j - 1 
Fejt.as est.as consideraçees, t.emos: 
d - • 
TCu,d,x ·X)= L X ·X Ck).cC d) k p n k = 
1 
p n p. n/ . 
(d,k)=1 
(3.1!3) 
c 3. 1 6) 
Se p { d ent.ão cCp.n/d).k =O ,pois Cp.n/d).k ~ p.i±n.j Cmod p.n). 
Agora t.emos: 
YCu,::t) = (3.17) 
p.d-1 
Mas TCu,p.n.x) =C x(k).c(n/d).k e Cn/d).k = p.i+n.j Cmod p.n) 
k = 1 
Ck,p.d)=j. 
se e soment.e se i = Cn/d).t. para algum t., 1 S t. < d, e k = p.t.+d.j 
Cmod p.d). Nest.e caso Ck,p.d) = 1 se e soment.e se Cj,p) = Ct.,d) = 1 
Logo 
p-l 
TCu,p. d,x) =c 
j =i 
d- • 
c 
t = i 
c t.,d)=t. 
x .x Cp.t.+n.j).c c t. ")' p n n. p. +n.J (3.18) 
d 
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ou ~eja, 
TCu,p. d,xJ 
C p-t) /z 
=)L.__ 
j - J. 
p-• 
=L: 
d- • 
c 
k = J. 
c k,d) =1 
d - • 
c 
k = J. 
X ·X Cp.k+d.jJ.c 
P n p. 
c k,d)=t 
( :t' X Cp. k+d. j) p n 
(3. 19) 
Cp-t)/z d- t 
:tPCdJ. x 0 CpJ. ~}--=---:- ) [xPCjJ. x0 CkJ +xpc- jJ. x 0 CkJ). bp (cn/dJ. k)+n. j. 
J=1 k=J 
(k,d)=l 
Aqui podemos deduzir que se Xp é um carac~er impar en~ão 
TCu, p.d, xJ = O e port..ant..o YCu,xJ = O. Logo, daqui para f'rent..e, 
consideraremos xp e xn caract..ere pares, pois X o é. 
Com est..a condição t..emos: 
Cp-t)/z d - . 
TCu,p.d->) = 2.x Cd).x Cp).) ) x Cj).x Ck).b (c /d) k) . 
p n j = i k - t p n p n . +n. J 
Ck ,d)=1 
Se X é o caract..er t..rivial ent..ão p 
TCu, p.d, X) 
d - ' 
(cn/d). k )+n. j 
2.X CpJ.) xnCkJ.aCn/dJ.k 
n k - J 
= 2.x Cp).TC&,d,x) 
n n 
(k,d)=1 
Part..indo da equação (3.17), com a 
t..r j vi al , t..emos: 
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hipót..ese de que 
d, X ) 
n 
= 
é 
seja, YCu,x) = z'. YCc,x ). 
n 
Mas x é 
um caracter não lr~vial e X, por hipóLese, é um caracler trivial; p 
Jogo x Q um caracL.-r par não t.rivial. Vist.o qu~ X (r) ô/1! 1 
n n 
~egue que YCc,x ) = O e porLanlo, para x = l, Lemos YCu,x) = O. 
n p 
O nosso objetivo resLringe-se, agora, a analizar a nulidade de 
YCu.xpXn) com xp e xn caracteres pares, xnCr) ~ 1 e xp não Lrivial. 
Observação 3. 1. 1 O : Dados n um número inteiro posit.Ívo e i e 
{1, ... ,n-1), é claro que podemos escrever i = Cnjd).k .• 
' ' 
com d., 
' 
k 
' 
únicos se Ck_,d) = 1. 
' ' 
De fato, se t.omarmos d_ 
' 
= njCn,D e = 
i/Cn,D 
desejadas. 
podemos const.at.ar que d 
' " 
k. sat.isfazem as condições 
' 
Teorema 3. 1. 11 Seja K um corpo abeliano. Se o conduLor de K é uma 
a Demonstração : Suponhamos n = q o condutor de K. Se 
' 
seja 
onde 
b . . p. t.+n. J 
n- 1 a 
& ;::: :t-et.. nc1-ei.) i. e K, 
n . n 
\.=1 
se j.d. ~ 1 Cmod p), 
' 
caso cont.rário. 
onde d é como na Observação 3. 1.10. 
' 
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Com esta escolha para b 
p.~+n.J 
já 
lrivialmenle, a primeira condição de (3.11). 
YCU,J;:.:() 
n P = o para caracteres 
temos sati sfei lo, 
Falta provar que 
mod n 
" 
mod p, 
respeclivamenle, X não lrivial e X (r) ~ 1. p n Ora, nestas conciçBas, 
lemos 
q:pr1.mo qld 
potência de primo. Logo 
YC u, X . X ) 
n p 
C3. 1 7). Mas 
= z.y-:: (l/.p<.d))Tcu,p.d.x ·X), 
~ n p 
r ld 
xn 
c p-t.)/2 
= 2X CpJ. 
n '-c:c:--j- i. 
d-• 
.r= 
k-• 
c k ,cD=J. 
onde z = por 
Sendo Ck, d) bp(Cn/d).k )+n.j = ak: quando j.d = 1 Cmod p) e 
7ero nos dema~s casos, logo 
TCu,p.d,X -X J = 
n p 
consequentemente, 
d-1 
2.;r
0
CpJ.} x C1J.x
0
CkJ.ak = 
k-1. p 
Ck,d)=l 
8.x CpJ.TCe,x J a, 
n n 
YCu,x
0
.xpJ = 2.z.x0CpJ.~ (:I/<PCdJ)Tcc,d,;t0 J = 2.z.x0 CpJ.YCc,Ã::0 J. 
r ld 
xn 
Mas x é um caracter par e X C r) :.! 1, 1 ego YCc,x J = O e portanto 
n n n 
YCu,x .x J =O, e o teorema está provado. 
n p 
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l. 2 UNIDADES ESPECIAIS, SEGUNDO THAI NE. 
Sejam p 2 6 um primo racional, K = K+ e (A) a p-par~e do grupo p p 
las classes de ideais de. + K . p 
Dado um carac~er p-ádico de Dirichlet X de~= GalCK/~), seja 
e 
X 
, i dempot.ent.e correspondente. 
z [f.] 
p 
(3. 20) 
Existe uma aç~o natural de z r AJ em C A) e, comt '- consequ6nci a p p 
las propriedades dos idempotentes e 
X 
obtemos 
(A) 
p 
e (A) . (3. 21) 
X p 
Fixado um caract.er x não trivial p-ádico de Dirichl--},, seja n 
n 1m número inteiro positivo tal que p > ie cA:J I· X p 
'roposiç~o 3.2.1 : Seja C E e (A) . Ent.~o existem in:finit.os ideais X p 
,rimos Q e C tais que Q n Z = q. z. n com q = 1 Cmod p ). 
)Qomonst.r ação Ver [4), Proposição 2. 
Ora, se q = 1 Cmod p) então q se decompõe completamente em K e 
{, y E â, são todos os ideais primos de K acima de q. Agora 
'screvemos q-1 = j v. p , com (p, v) = 1, L = KC~ ) q • 'T um gerador 
~l<LjK) e g uma raiz primi~iva mod q ~al que T({q) = 
de 
~finiç~o 3.2.2: Preservando a • notação acima, 6 E ~K é ~ma ~nidade 
tspecial para Q se exist..e 6' E L. com NL/KC6') = 1, ~al que 6'. OL 
(T-:f.) 2 V F , para algum ideal (f'racioná.rio n:l:io nulo) F de L e ó ;;;; 
.• v 
• 
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Ora, S<> 6' E L 
"' 
NLjKCó') " 1 ent.íro, palo Teorema GO de 
Hilbert., existe L, 
" 
o. hl 6' T-• Logo condiçí:ro 6v 
" E " 
que = 
" 
a 
: ó'v Cmod C!-~q)I)L) oequi vale a 6v := CotT-~) v Cmod C1-{q)I)L) • ou 
seja, a unidade 6 de K é espacial para Q se exist.em ~ e L. ot ~ O, e 
F um ideal (fracionário n~o nulo) de L t.ais que: 
b) 6v := CotT-~)v Cmod Cl-(q)()L). 
A condição a) é aqui valent.e a Cot-1 • FT-t) T-t = (1). Comparando 
est.a equação com o coment.ário feit.o no inicio dest.e capit.ulo at.é a 
equação (3.1) deduzimos que se B é o único ideal primo de L acima 
de Q ent.~o a igualdade (a-t.FT-t)T-~ = (1) 
de um ideal A de K e números int.eiros r 
r 
equivale à exi st.ênci a 
r e .6., t.ais que 
(3. 22) 
Por ist..o podemos redefinir as unidades especiais de K para Q 
• como segua: Soja 6 e OK . Dizemos que 6 é uma unidade especial para 
Q se exist.em 01. E L, 01. ~ O, um ideal A de K, F um ideal de L e 
números inteiros r , y E .6., 
r 
t.ais que: 
a) ot. ()L " = A. I'T-<. n CBr) r 
rEA 
b) ,v -~ c ..... -r-~)v c d c1 • )~ ) v ...... mo -.., q .vL · 
Vi st.o que q se ramifica complet..ament.e 
complet.amente em K, deduzimos que 
= n ar 
rEA 
em K q e se 
(3. 23) 
decompêSe 
(3. 24) 
Agora, para cada r E Ã. seja X 
r 
E I)K ~al qu& xr e <J"'-K. U çf). 
f-'EA 
f-"' r 
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S.::.Ja 
segue que 
y 
. ' 
::: X 
' 
-1- ( 1 -l, ) , Y E h.. q Visto qu<> 
y E 
r 
gY,(car) 2 u U sJ.J)· 
/'Eb 
w'r 
X 
r 
e o' 
q-• 
::: C By) 
c 3. 25) 
Teorema 3.2.3 Sejam A o anel dos i nt.ei r os de K e D o anel dos 
inteiros de L. Então D =A(~ J. q 
Demonstração : ~ claro que A[~ J ~ D. 
q 
Seja~= a -+- a.Cl-{) + ... + 
o • q 
a . C 1-{ ) q-2 
q-2 q 
a E K, 
' 
i = 1 •...• q-2; um el ement.o qual quer de D. 
Devemos mostrar que a_ E A. i 
' 
= 1' ... 'q-2. Visto que Q se ramif'ica 
completamente em L, temos v 8cai) = O Cmod Cq-1)). 
j • logo , se i ;o! j, temos v 8 Ca .. Cl-~ ) t.) 
' g 
" v8 ca_. C1-~ )J), 
' q 
pois 
mod q-1 estes números são distintos. Neste caso temos: 
Conclui mos com is'lo que u 8 Ca? ~ O, V i = 1, ... ,q-2. 
Agora escrevemos 
= b 
o 
' 
+b.f;T+. 
• q 
' 
.. +b .ct: 7 )q-2 ,i 
q-2 q = o ..... q-2. 
(3. 26) 
C3. C7) 
t: claro que u 8 Cb\.) ~ O, i = O, ... ,q-2; e o sistema C3. 27) é 
equivalente à equação 
= (3. 28) 
onde E é a matriz [ e'" 9 '). . • T<e) = e9 q l.,J=O, ... ,q-2 q q 
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S~Pndo E umd mdtrl:z dt· VdJ>durmoJJdE> torno~. 
t . w ~ . C I-~ ) , q q t,w e ~. w > O· • a, pcd a regra de Cr amer-, b 
(1//E/. ~ja ô um ideal primo de L que r'lão está acima de q. Então 
' 
valor.1zaç:il:o q-àdica aplicada sobre os b_ é sempre ma.1or ou igual 
' . 
d zero, qualquer que seJa o 1deal primo q de L, ou seja, b é um 
elemento in~egral de L e, portanto, integral de K e o teorema esta 
demonstrado. 
Lema 3.2.4 
somente se ao escrevermos 
z = b 
r o 
b .,ç/. 
' 
+ b . c 1 -~ ) 
' q 
+ ... + 
que 
b . C I-( ) q-2 
q-2 q 
Pelo Teorema 3.2.3, 
t.emos: b E 
o 
Demonstr-ação: dado z E OL' existem b , ... ,b r o q-2 
b 
o 
+ b . c 1 -e ) 
' q 
+ + b .c1-e )q-z_ 
q-z q Visto que 
se e. somente se b e à. 
o 
Logo b E csY) 2 e port.ant.o z E CBy)z se e somente se b e cf e a 
o r :1 
demor'lstração do lema est.à completa. 
Agora rCy ) = x + (1-{ 9 ) 
r r q 
= x + c1-e ).Cl+C + ... +eg-1 ). 
r q q q 
Visto 
que 1=:{ CmodBr), 
q 
v y E A. segue-se 
Mas x 
r 
r 2 T 
€ CB ) , logo y = g. Cx 
r r 
que 
T 
ou seJa. g.y 
r 
Cmod CB~") 2). Com ist.o, v Cy ) = 
9r r 
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X + g.Cl-{ ) 
r q 
v Cy ) = 1 
8 r r 
e, 
T-1 y 
consequent.ement.e, y r = g C mod B ) . Mais geral ment.e. se z e OK , 
reescrevendo y = x + z.C1-e) y y q deduzimos, ainda, que 
T-1 yr = g Cmod Br). Também é claro que se ~ # T-1 r ent:to y = 1 c mod 
r 
B~-'). 
Teorema 3. 2. 5 : Preservando a notação acima, seja 6 E • ()K • 6 ::: 
c 
g r 
Cmod q). En~ão 6 é uma unidade especial para Q se e somente se 
exisl.em ideais n~o nulos Jtl e F, de K e L, respecl.ivament.e, e 
números inteiros r 
r 
r E h., l.ai S que r ;;;; C ( mod pj) • 'ttf r E h., e 
r r 
r 
A.FT-1.~CBrJ r é um ideal principal. 
rei>. 
Demonstração Suponhamos que ó seja uma unidade especial para Q, 6 
c 
= g r Cmod a(), r E h.. Por (3.23) a), existem a e L, a # O, A um 
ideal não nulo de K. F um ideal não nulo de L e números inteiros 
r • r 
r e h., tais ~ ~. r:oT-1. que o.. "--'L = .N r Mostraremos agora que 
r 
r 
Pelas consideraç~es an'leriores ao enunci~do deste 
teorema, se y = n 
yel>. 
r 
Y r 
r 
enUio T-1 y 
Cct..jy)T-1 ;;;;: 1 Cmod g'Y), V y e A, pois 
cada y e A. 
r 
g r r e A e 
v CajyJ ; O e portanto, para 
ar 
que ajy = z jw e v Cz ) = 
r r 8 r r 
v Cw) =O Cver [4), pg. 6). 
8 r r 
T-1 T-1 'Y Como z _ w = 1 Cmod B ) , temos 
r r 
Cajy) T-1 :: 1 Cmod Br), V y .,.;;: A. Disto deduzi mos que 
r 
T-1 
"' 
T-1 
- y 
g r Cmod g'Y), r e A. Elevando ambos os lados ao expoenl.e v, t.emos 
r 
T-1 v r v r Co. ) = Cg J Cmod B J e, pela condição bJ de C3.23) 
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v 
t.emos ó := 
r 
ou seja, = Cg r) v Cmod q) e porlanlo v.c y 
= v. r Cmod q-1), ist..o é, c = r r Cmod pj). 
r r 
• Reei procamente, seja 6 e I:\ . 6 c = g r Cmod d'J e suponhamos 
que exis:t.em ideais n~o nulos .14 g F, de K e L. respeclivam9nle, e 
números i nt.eiros r e A, 
r 
t.ais que r 
r 
e 
J. FT-i. ncsrJ r j i i 1 di ' d e L - 0 R se a pr nc pa • g~mos. gera o por a , a ~ . 
reA 
Seja 6'= or.T-t.. Pelo que 
r 
vimos no inicio desla demonslração, or.T-t. _ g i' Cmod Br), r e b., e 
port.ant.o 
r c 
CctT-t)V = Cg y)v Cmod gi'). Mas ó E g i' Cmod gY) e 
v 
logo v.cr E v.rr Cmod q-1) e ó - g 
v. c ,. 
= g 
v. r ,. 
c ,. = r y 
= Có') v 
C mod gY) e por t.anlo 6 é uma unidade especial par a o primo Q e o 
teorema eslá demonst.rado. 
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